SISTEMAS LINEALES

TEMA 3. ANALISIS DE FOURIER PARA SENALES CONTINUAS

1. Introduccion

Hasta ahora hemos estudiado las senales y los sistemas desde una perspectiva directa, en
el dominio del tiempo. En el siguiente bloque de la asignatura vamos a estudiar una serie
de transformaciones integrales (andlisis de Fourier) que nos van a permitir caracterizar las
senales y los sistemas desde otra perspectiva, en el llamado dominio frecuencial. Como hemos
visto, la respuesta al impulso h(t) de un sistema lineal e invariante basta para caracterizar
completamente éste en términos de estabilidad, causalidad o cualquier otra propiedad de
interés. En el dominio frecuencial, la funcién de transferencia H(w) permitird igualmente la
caracterizacién completa de un sistema LTI. En el dominio del tiempo, la salida de cualquier
sistema se puede calcular como la convolucion de su entrada con la respuesta al impulso, pero
el célculo de convoluciones es a menudo una tarea ardua. En el domino de Fourier, veremos
que la salida se calcula como el simple producto de la funcién de transferencia por la senal de
entrada, lo cudl simplifica en gran medida la caracterizacion. Ademas, el andlisis de Fourier
permite la caracterizacién de las senales en términos de un concepto intuitivo como es la
frecuencia.

A lo largo de los temas 4 y 5 abordaremos el andlisis de Fourier, dividiendo su estudio en
los siguientes bloques:

» Aniélisis de Fourier de senales continuas (T4).

e Andlisis de senales de potencia (periddicas): series de Fourier en tiempo con-
tinuo.

e Analisis de senales de energia (aperiédicas): transformada de Fourier en tiem-
po continuo.

= Analisis de Fourier de senales discretas (T5).

e Andlisis de senales de potencia (periddicas): series de Fourier en tiempo dis-
creto.

e Andlisis de senales no de energia (aperiédicas): transformada de Fourier en
tiempo discreto’.

Estos cuatro conceptos no son independientes unos de otros, sino que estan intimamente
relacionados. Como se verd en el tema de la asignatura correspondiente al muestreo, la trans-
formada de Fourier en tiempo discreto de una senal continua muestreada esta directamente
relacionada con la transformada de Fourier en tiempo continuo de ésta. Si ademads la senal
esta limitada en tiempo, se pueden establecer relaciones con el desarrollo en serie de Fourier
de su extension periddica.

No hay que confundir la transformada de Fourier en tiempo discreto, que transforma una sefial discreta en
una funcién continua periédica de perfodo 27, con la Transforma de Fourier Discreta (DFT), que transforma
una secuencia discreta en otra secuencia discreta. La DFT no se estudiard en esta asignatura, siendo propia
de los cursos de Tratamiento Digital de Seniales.



2. Repaso de nociones fundamentales de algebra

Para entender mejor la razén de ser y la utilidad del andlisis de Fourier y sus propiedades,
es muy conveniente establecer una analogia con ciertos conceptos de algebra bésica. Recorde-
mos que R denota el espacio de todos los vectores d-dimensionales que se pueden formar con
numeros reales. Si escogemos un subconjunto de dichos vectores {ek}gzl, este subconjunto
forma una base de R? si cualquier vector v € R? se puede escribir como una combinacién
lineal de sus elementos:

d
v=> ey (1)
k=1

es importante notar que para que el subconjunto sea una base ninguno de los elementos ey,
se tiene que poder expresar en términos de los restantes (dimensién minima). Los A\; son
los coeficientes del vector v expresado en la base. Es decir, el nuevo vector [A1, As, ..., A\g]”
representa exactamente el mismo vector que v pero expresado en una base diferente. Calcu-
lar estos coeficientes requiere en general resolver un sistema de ecuaciones lineales, pero el
problema se simplifica notablemente si la base es ortogonal.

El concepto de ortogonalidad viene asociado al de producto escalar. Recordemos que un
producto escalar es una aplicacién de R% x R* — R que cumple las siguientes propiedades:

1. Linealidad: (cu + v, w) = a(u,w) + S(v,w).
2. Simetria hermitica: (u,v) = (v, u)*.

3. Positividad: (u,u) > 0, y la iguadad sélo se da si u = 0.

Si la base considerada es ortogonal, cada uno de los elementos e, es ortogonal a todo el resto
de los e, [ # k. Si se habla de base ortonormal, se asume ademas que todos los elementos
tienen norma 1, es decir: ||ex]|> = (er,er) = 1. Bajo estas condiciones, los coeficientes de
la combinacién lineal en la ecuacién (1) se pueden obtener de forma sencilla simplemente
calculando cada uno de los productos escalares de v con e;:

d d
(v,e)) = <Z )\kek,el> = Mler,er) = Ael?, (2)
k=1

k=1

donde en la segunda igualdad se ha tenido en cuenta la linealidad del producto escalar y en
la tercera que la base es ortogonal. En resumen, si tenemos una base ortogonal {ek}zzl del
espacio R?, cualquier vector se representars en ella como la siguiente combinacién lineal:

d
- et Q)

k=1 lex

En el contexto que nos ocupa, €l espacio R? de vectores d-dimensionales se va a sustituir
por el espacio de senales a considerar (discretas o continuas, periédicas o no, ver la intro-
duccién del tema). Para estos espacios, como veremos, se puede encontrar una base formada
Unicamente por exponenciales complejas, con la ventaja adicional de que estas funciones son



ortogonales segtin el producto escalar tipico definido como?:

(f(2),9(t)) = /OO f)g(t) dt. (4)

Ejercicio: Comprobar que la ecuacién (4) define realmente un producto escalar.

Por tanto, podemos concluir que cualquier sefial de interés se podra escribir como super-
posicién (combinacién lineal) de funciones del tipo exp(jwyt). La forma particular de dicha
superposicién, asi como los wy, a emplear, dependera de cada tipo de senal, como se vera mas
adelante.

3. Mas conceptos basicos de algebra

El propésito de esta seccién es mostrar por qué es conveniente utilizar precisamente la
base formada por exponenciales complejas (evidentemente ésta no tiene por qué ser la tnica
opcién). Para ello, recordemos que cualquier aplicacién lineal ¢ de R? en R? puede expresarse
en términos de una matriz cuadrada A en la forma:

o:RY — R4
u — v=Au (5)

Para la aplicacién lineal A, tenemos en general d autovectores e asociados a los autovalores
vg. Cada uno de ellos cumple por definicién la siguiente propiedad:

Aey = vpey, (6)

es decir, la aplicacién del operador lineal sobre el autovector se reduce al simple producto por
el autovalor correspondiente (escalado del autovector sin alterar su direccién). Esta propiedad
guarda una estrecha relacién, como veremos mas tarde, con la sustitucién de convoluciones
por productos cuando se aplica el analisis de Fourier a los sistemas LTI.

Cuando el operador (matriz) A es simétrico (hermitico, si se admiten valores complejos
de la matriz A), se puede demostrar que todos los autovalores v son reales, y ademads los
autovectores e forman una base ortogonal (en realidad, ortonormal). Por tanto, podremos
utilizar la ecuacién (3) para expresar cualquier vector v € R? en esta base. Si ahora aplicamos
el operador lineal a dicho vector v, obtendremos el siguiente resultado:

L (v, ex) 4 (v, er) L (v, ep)
AV:AZ ’kek:Z ’kAek:Z 7k’/kek7 (7)
k=1 k=1

el fer2 % = 2= ey

0, lo que es lo mismo, basta con multiplicar los coeficientes de la combinacién lineal corres-
pondiente por los autovalores del operador. Dicho de otra forma, si empleamos para v la

2Este ejemplo es vélido para el caso de sefiales continuas de energia, esto es, no periédicas. Para el resto
de senales, se pueden establecer definiciones andlogas, y la propiedad de ortogonalidad de las exponenciales
complejas se mantiene.



representacién alternativa [A1, Aa, ..., Ag]”, la aplicacién del operador lineal A a dicho vector
se reduce a una operacion trivial, siendo el vector transformado [A 111, Aavs, . . ., Aqvg]” . Nétese
la simplicidad de esta expresién en comparacién con el producto por la matriz A.

Volviendo al contexto de las seniales y los sistemas LTI, la ventaja de la representacion
en términos de exponenciales complejas es que éstas resultan ser autofunciones de cualquier
sistema LTI. En efecto, si consideramos un sistema con respuesta al impulso h(t), la salida
obtenida cuando la entrada es una exponencial compleja serd la convolucién de ambas senales:

2(t) = exp(jurt) = y(t) = /_ () expliwn(t — 7))dr
= exp(jwgt) /OO h(7) exp(—jwgT)dT = H(wg) exp(jwyit); (8)

es decir, que al alimentar cualquier sistema LTI con una exponencial compleja la salida obteni-
da es la misma exponencial compleja multiplicada por un factor (autovalor) que depende de
la frecuencia angular wy. Este factor de escala H(wy), que en general serd un nimero com-
plejo (con médulo y fase), es lo que denominaremos funcién de transferencia o respuesta en
frecuencia.

Siguiendo con la analogia, supongamos que nuestra senal de interés puede ser descrita
como la siguiente combinacién lineal (infinita) de exponenciales complejas:

d= 3 cpesp (ﬂfﬁ) = an (2:’;”) exp (ﬂ:’;”t); (9)

k=—o00 k=—00

y en lugar de tener que calcular la convolucién entre z(t) y la respuesta al impulso h(t), basta
con modificar los coeficientes de la combinacién lineal que representa z(t). La funcién de
transferencia H(2km/T') caracteriza completamente el sistema LTI al igual que la respuesta
al impulso h(t).

Por dltimo, cabe destacar que en el caso del analisis de Fourier los coeficientes ¢ en la
ecuacién (9) no son simples artefactos matemadticos, sino que estan asociados a la composicién
frecuencial de la senal analizada: si una senal tiene sélo coeficientes asociados a exponenciales
complejas de baja frecuencia angular, variard de forma lenta (sefial paso-bajo). Si sélo tiene
coeficientes asociados a exponenciales de alta frecuencia, sera una senal de variacién rapida
(paso-alto). De esta forma, el andlisis de Fourier tiene ademéds una segunda interpretacion
intuitiva y muy 1til en el &mbito de la teoria de la senal, permitiendo el estudio del compor-
tamiento de canales, transmisién multiplexada y un sinfin de aplicaciones.

4. Desarrollo en serie de Fourier de senales continuas

En esta primera parte vamos a estudiar senales periédicas en tiempo continuo. Recordemos
que una senal es periddica de periodo 1" si cumple:

x(t)=x(t+1T), Vt; (10)

si ademds no puede encontrarse un 7" < T que cumpla esta condicién, se dice que T es el
perfodo fundamental de la sefial (t). La frecuencia de la sefial serd entonces f = T~ 1, y la



frecuencia angular, pulsacién o nimero de onda® serd w = 27f = 2% Recordemos que las

exponenciales complejas son funciones periédicas:

27 27 o 2
exp j?t = cos Tt + jsin ?t (11)

es periédica de periodo T' o frecuencia (angular) 27/7. En la primera parte de este tema uti-
lizaremos exponenciales complejas cuyas frecuencias serdn multiplos enteros de la frecuencia
fundamental 27 /T de las senales a analizar: exp(2k7/T - t). Estos términos se conocen como
arménicos de la frecuencia fundamental. La premisa bésica del desarrollo en serie de Fourier
es que cualquier senal peridédica con periodo fundamental 1"y potencia finita puede escribirse
como una combinacién lineal de los arménicos correspondientes a todos los posibles nimeros
enteros k € Z:

k:ioockexp <]t> Z ay, cos <t>+j Z by sin <2k7r>7 )

que es el desarrollo en serie de Fourier de z(t), o ecuacién de sintesis del desarrollo en
serie de Fourier en tiempo continuo.

Volviendo a nuestro simil, estamos considerando el espacio de las funciones periédicas
de potencia finita, y estamos postulando que el conjunto de arménicos {exp(2km/T - t)}32,
forma una base completa de dicho espacio. Ademds, es muy facil comprobar que dicha base
es ortogonal segun el producto escalar definido por:

(1), g(8) = /(T> F(t)g(t)*dt. (13)

Ejercicio: Probar que en efecto las exponenciales complejas de frecuencia multiplo de 27 /T
son ortogonales con respecto al producto escalar definido en la ecuacién (13). Es decir, probar

que:
2lm 2k [0, Il#k
<exp (]Tt> , €Xp <]Tt>> = { T I—k (14)

Puesto que la base es ortogonal, la teoria de dlgebra bésica repasada anteriormente permite
establecer que los coeficientes ¢, en la ecuacion (12) pueden calcularse de forma sencilla como:

e (Jl%“t) 2 (stonem (s771)) - e () 0

que es la ecuacion de analisis del desarrollo en serie de Fourier para senales en tiempo continuo.

3En esta asignatura todos los desarrollos se hardn en torno a la frecuencia angular w (medida en radianes por
segundo), y por tanto nos referiremos a ella indistintamente como frecuencia. Esta no es la tinica alternativa, y
se pueden utilizar formulaciones completamente andlogas utilizando la frecuencia natural f (medida en ciclos
por segundo o hertzios).



4.1. Desarrollo en serie de Fourier de senales reales

En muchos casos es suficiente considerar el espacio de las sefiales reales. Para estas senales,
resulta evidente que x(t) = z(t)* (la senal es igual a su conjugado) y se puede encontrar una
sencilla relacién de simetria entre los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier:

o, = (; /(T> 2(t) exp (—jz(_T"")”t> dt>* _ ;/<T>x(t)*exp ( j ;” > dt = cp,  (16)

y por tanto los coeficientes de la serie de Fourier de una senal real deben tener simetria
hermitica: c_j = cj.

Ejercicio: Demostrar que los coeficientes de la serie de Fourier de una sefial imaginaria pura
deben tener simetria antihermitica: c_j = —cj.

Para senales reales pueden encontrarse ademadas expresiones alternativas del desarrollo
en serie de Fourier. Teniendo en cuenta el resultado de la ecuacién (16), la ecuacién de
sintesis (12) puede reescribirse en la forma:

a(t) = co—i—cheXp( > Z ckexp< 2kﬂt>

k=1 k=—o00
—2km
= c0+;ckexp< t>—|—Zc kexp( T t)
= ¢ +i cr e '%—Wt +cLe ﬂt
= <o 2 Le€Xp | J T Rexp | —J T
> 2km
= ¢+ 2;% {ck exp (Tt> } . (17)

A partir de la expresién anterior podemos obtener formas equivalentes utilizando las distintas
representaciones de los niimeros complejos. En médulo y fase, ¢, = Cje?%:

- 2k x 2%
r(t)=co+2> R {Ck exp <jT7rt + j0k> } =co+2)  Cyeos (th + 0k> . (18)

k=1 k=1

Si lo expresamos en parte real e imaginaria, ¢ = ap + jbg:

o(t) = c0+2§:m{(ak+jbk)exp <]2;7rt>}

k=1

> 2k 2k
= ¢o+2 ,; <ak cos <T7Tt> — b, sin <T7Tt>> . (19)

En cualquier caso los coeficientes ¢ del desarrollo en serie de Fourier, asi como sus médulos,
argumentos, partes reales y partes imaginarias, se calculan segin la ecuacién de anélisis (15).
En el caso de senales reales, no obstante, basta con calcular aproximadamente la mitad de
los coeficientes (los de k> 0y el de k = 0).



5. Convergencia de series de Fourier

En esta seccién vamos a estudiar una serie de conceptos asociados a la ecuacién de sinte-
sis (12). Dicha igualdad no debe entenderse en general como una igualdad entre funciones
punto a punto para todos los valores de ¢t dentro del periodo de z(t), sino como una igual-
dad en el sentido de la potencia del error entre la senal original y la senial reconstruida. En
concreto, ya hemos mencionado antes que la serie de Fourier de una senal periddica existe
siempre que la potencia media de ésta sea finita. Formalmente, si:

1
/ |2 (t)[* dt < oo, (20)
T Jiry

la teoria del andlisis de Fourier permite asegurar que:

1. Los coeficientes de la serie, ¢, son finitos.

2. El error de la aproximacién por la serie truncada de Fourier tiende a 0 a medida que
se toman mas coeficientes:

dt = 0. (21)

Es importante notar que la segunda afirmacién no implica en general que la senal recon-
struida segin la ecuacién de sintesis (12) sea igual punto a punto a la senal analizada x(t).
Mais adelante veremos un ejemplo en este sentido.

En cualquier caso, si la serie de Fourier existe podemos asegurar que la potencia media
del error en la reconstruccién es nula. Si consideramos la serie truncada para los coeficientes
entre —N y N en la ecuacién (21), tendremos una aproximacién a la senial de interés, x(t),
que podremos expresar en la formas:

N
F(t)= ) crexp (j”?t), (22)
k=—N

y cuyo error debido al truncamiento sera:
Ex = & / 2 (t) — 5(0) dt. (23)
T Jry

El error descrito por la ecuacién (23) se minimiza para cualquier N precisamente cuando
los ¢ son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier. Es decir, de todas la posibles
superposiciones finitas de arménicos de periodo fundamental T, aquella que minimiza la
potencia de error es la formada por los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier. Este
resultado puede razonarse de nuevo recurriendo a la analogia con el algebra lineal, como se
muestra en la figura 1. Ademads, si la funcién es de potencia finita, limy_,o, Ex = 0. Por
supuesto, a medida que se anadan nuevos coeficientes a la serie (se aumente N), el error Ey
disminuird (decrecimiento monétono).

La ecuacién (21) tiene validez general siempre que z(t) tenga potencia media finita. No
obstante, la igualdad estricta (es decir, punto a punto para todo t salvo para un conjunto
aislado de puntos) puede asegurarse siempre y cuando se impongan condiciones adicionales
sobre x(t). Estas condiciones, llamadas de Dirichlet, se resumen en:



Figura 1: Analogia geométrica con la serie truncada de Fourier. La sefial a representar es
el vector x en R3 . Truncar la serie de Fourier equivale a representar x en un espacio de
dimensiéon menor, esto es, mediante un vector en el plano XY . De entre todas las posibles
aproximaciones X que se pueden considerar, la que produce un menor error d es precisamente
la proyeccion ortogonal de x en el subespacio formado por el plano XY. Cualquier otra
aproximacién x’ formada por vectores de este plano dard lugar a un error d’ mayor. En
términos del desarrollo en serie de Fourier, la mejor aproximacién a x(¢) con un nimero
finito de armédnicos serd precisamente la serie de Fourier truncada, que es la proyecciéon de
x(t) en este espacio de menor dimension.

1. z(t) ha de ser absolutamente integrable en un periodo: f<T> |z(t)|dt < oo (Contraejem-
plo: z(t) =1/t, 0 <t <T).

2. El nimero de minimos y de méximos dentro de un periodo es finito (Contraejemplo:
x(t) =sin(2n/t), 0 <t < T).

3. El nimero de discontinuidades dentro de un periodo es finito.

La gran mayoria de las senales que vamos a manejar cumpliran estas condiciones. Las que no lo
hagan, son patoldgicas y por tanto no tienen demasiado interés para nosotros. El cumplimiento
de las condiciones de Dirichlet asegura que la serie de Fourier iguala a z(¢) punto a punto
salvo para un conjunto aislado de puntos. Por tanto, esta afirmacién podra ser extendida
a todas nuestras senales de interés (salvo las patolégicas). Ademas:

1. Six(t) es continua en todo el periodo, la igualdad se cumple punto a punto para todos
los puntos ¢ del periodo.

2. Si z(t) tiene un nimero finito de discontinuidades, la igualdad se cumple para todos los
puntos salvo las discontinuidades.

Como resumen del presente apartado, podemos concluir:

1. Si z(t) es de potencia finita, la potencia media del error al reconstruirla como su serie
de Fourier es nula.

2. Salvo para senales patoldgicas, la igualdad entre x(t) y su serie de Fourier es de hecho
una igualdad entre funciones salvo en un conjunto aislado de puntos (discontinuidades).

3. Si z(t) es continua, la igualdad es estricta para todos los valores de ¢.



5.1. Ejemplo: senal peridédica cuadrada. Fenémeno de Gibbs

Consideremos una onda cuadrada periédica de periodo T', definida entre —7/2 y T/2

COMmao: | | /
1, |t <T/4
o) ={ o S (21)

fuera del intervalo [-7'/2,T/2), debemos extender z(t) de forma periédica. Puesto que z(t)
tiene potencia media finita, podemos representarla mediante su serie de Fourier. La sefial no
es continua, por lo que la igualdad no puede entenderse punto a punto para todo t. De hecho,
sabemos que la igualdad es estricta salvo en la discontinuidad, es decir, para t = +7'/4. Los
coeficientes del desarrollo en serie se calculan usando la ecuacién de andlisis (15):

co = %
ok = 0 (25)
o (=F
Cok+1 = 2k + )

Ejercicio: Comprobar los valores dados en la ecuacién (25) para la senal de la ecuacion (24).

Con estos valores, vamos a evaluar la serie truncada z(t) definida por la ecuacién (22)
para diferentes valores de IV, observando el efecto en la sefial reconstruida. Este experimento
se muestra en la figura 2. La primera conclusién es que en efecto la aproximacién mejora (se
parece mas a la onda cuadrada) a medida que tomamos un valor mayor de N. Para N = 201,
vemos que la senal es practicamente igual a la onda cuadrada. Cabe preguntarse cuantos
coeficientes serdn necesarios para obtener una aproximacién adecuada a x(t). En general
se puede decir que cuanto més regular sea la funcién x(t) (esto es, cuantas mas derivadas
continuas tenga) més rapido tienden a 0 los coeficientes ¢j y por tanto necesitamos un menor
numero de ellos. En el caso de la onda cuadrada, la senal es poco regular (no tenemos ni
siquiera una sola derivada continua; es més, la propia sefial ni siquiera es continua) y por ello
necesitamos un gran ndmero de coeficientes.

Fijémonos ahora en la parte inferior de la figura, donde se muestra una ampliacién de
la discontinuidad en —7'/4. Para cualquier punto ¢ diferente de —7'/4, vemos que la senal
truncada z(t) se aproxima a z(t) a medida que N aumenta. Esto era enteramente previsible,
ya que z(t) cumple las condiciones de Dirichlet. No obstante, vemos que para cualquier valor
de N, por grande que sea éste, siempre aparece una oscilacion de la senal cuya altura no
disminuye, de valor constante y aproximadamente igual a 1,089. A medida que N aumenta,
el valor de t para el que se da este pico se aproxima mas a —71'/4. Es decir, para cualquier ¢ #
—T/4 la senal truncada z(t) tiende al valor de x(t), pero para t = —T'/4 el limite no existe, por
lo que Z(—T'/4) no tiende a z(—T'/4) cuando N crece arbitrariamente. Este comportamiento
se conoce como fenémeno de Gibbs, por ser Gibbs el primero en describirlo.

Salvo en t = £T'/4, Z(t) tiende a x(t). Puesto que éstos son sélo dos puntos aislados no
influyen en el valor de la integral que define E, por lo que resulta evidente que este error
tiende a 0, tal y como dicta la teoria de series de Fourier.



1_
0.8l
0.6!
0.4l
0.2}
0
05 0 0.5
1.1}
1.05
—N=0
1t —N=3
—N=11
0.95" —N=21

-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05

Figura 2: Serie truncada de Fourier para una onda cuadrada periédica (T = 1), para diferentes
ordenes de truncamiento N.

6. Propiedades del desarrollo en serie de Fourier

En esta secciéon vamos a estudiar una serie de propiedades de interés que cumplen los
coeficientes del desarrollo en serie de Fourier para senales continuas, asi como las relaciones
entre los coeficientes de Fourier de diversas senales relacionadas en algiin modo en el dominio
del tiempo. Pasemos a describirlas.

Linealidad. Si las senales x(t) e y(t), ambas periddicas de periodo T', pueden ser represen-
tadas mediante sendos desarrollos en serie de Fourier, con coeficientes respectivos ¢ y dg,
entonces la senial ax(t) + By(t) puede ser representada mediante un desarrollo en serie de
Fourier, cuyos coeficientes seran acy, + Sd. Esta propiedad se deduce de forma trivial de la
definicién de los ¢ en la ecuacién (15), y por tanto no entraremos en mayor detalle.

Es importante notar que ambas senales deben ser periddicas con el mismo periodo T.
No obstante, puede haber una excepcién a esta regla. Supongamos que z(t) es periddica
de periodo T, e y(t) es periédica de periodo T. Si ambos periodos guardan una relacién
de enteros simples, el andlisis serd posible. Es decir, supongamos que existen dos nimeros
naturales p; y po tal que: T = p1T7 = poT5. Puesto que T es un multiplo del periodo
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fundamental de ambas senales, tanto z(t) como y(t) son seniales periédicas de periodo T, y
por lo tanto también lo sera su suma. Como consecuencia, ésta se podra expresar como una
serie de Fourier de frecuencia fundamental 27 /7. No obstante, en este caso los coeficientes
de Fourier de az(t) + Sy(t) no guardaran una relacién sencilla con los coeficientes de
los desarrollos respectivos de x(t) (con frecuencia fundamental 27/77) e y(t) (con frecuencia
fundamental 27 /T»). Esta consideracion es vélida para todas las propiedades que involucren
dos o maés seniales periddicas.

Desplazamiento temporal. Supongamos que z(t) es periédica de periodo Ty puede ser
representada como una serie de Fourier. Nos preguntamos cudles son los coeficientes de Fourier
correspondientes a un desplazamiento temporal de la senal, y(t) = z(t — tp):

2k
dp, = / x(t —tg) exp( ]i)dt / exp(—j;(S—i-to))dS

2km 2km
= Texp( jTt0> /<T>x( )exp( ]Ts> ds = exp <—jTt0> Ck, (26)

donde se ha realizado el cambio de variable s = t —tg. Es decir, el efecto del desplazamiento
en el tiempo de la senal z(t) sobre los coeficientes de su serie de Fourier es una modulacién
(producto por exponenciales complejas) con el término exp (— j%%to).

Inversién en el tiempo. Consideremos ahora la senal y(t) = x(—t), resultado de reflejar
la senial z(t) en sentido horizontal en torno al eje de ordenadas. Sus coeficientes de Fourier
vendran dados por:

/ exp< ]t> it / 5) exp (ﬂ;ﬂ) ds=c . (27)

donde el cambio de variable es ahora s = —t. Si la senal z(¢) es real, podemos decir ademas
que dj, = ¢, como vimos anteriormente.

Escalado temporal. Si la senal x(t) periddica de periodo T' se puede representar mediante
su serie de Fourier, su versién escalada y(t) = x(«at) sera también periddica, pero su periodo
serd ahora T =T/a < T = oT":

yt+T1") =z(at+T1") = z(a(t + T/a)) = z(at + T) = z(at) = y(1), (28)

y por tanto podrd representarse mediante su desarrollo en serie de Fourier de periodo T”:

1 2km 1 2km
dp = al - y(t) exp ( T ) dt = T (at) exp (— x t> dt
1 2k:7r s\ ds 2km
= = - x(s) exp ( ) — = / ) exp (—]Ts) ds = ci. (29)

De nuevo es necesario hacer un cambio de variable, en este caso: s = at, y vemos que los
coeficientes del desarrollo en serie de Fourier son idénticos tras el escalado temporal. No ob-
stante la caracterizacion como serie de Fourier no es la misma, ya que el periodo de la senal
y(t) es diferente al original.
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Conjugacidn. Si tomamos la sefial conjugada de z(t), y(t) = x(t)*, sus coeficientes vendran
dados por:

1 2Uher 1 2%r "
d :/ ¥ (t) ex ( >dt / z(t) ex <'t>dt =c*,. 30
EST oy (t) exp { —j= <T<T>()pJT K (30)

Modulacién. Supongamos que multiplicamos la senal x(t), periédica de perfiodo T', por una
exponencial compleja: y(t) = z(t) exp(jM27/T - t), donde necesariamente M ha de ser un
numero entero de forma que la exponencial compleja tenga periodo T' (no necesariamente
periodo fundamental). Los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier para la senial resul-

tante seran:
2 k
dp, = / t) exp <jM;t> exp ( jTﬂt) dt

_ / exp< ](""_TM”%> dt = i nr, (31)

y la modulacién temporal se traduce en un desplazamiento de los coeficientes de Fourier.
Noétese que un desplazamiento en el tiempo tenia como efecto la modulacién de los coeficien-
tes del desarrollo, por lo que ambas propiedades son duales. Esta dualidad entre operaciones
en el dominio del tiempo y en el dominio transformado de Fourier serd una constante tan-
to para senales continuas como discretas, y tanto para senales periédicas como aperiddicas.
Comprobaremos esta afirmacién a media que vayamos introduciendo las propiedades corre-
spondientes en cada uno de estos escenarios.

Multiplicacién. Para dos senales x(t) e y(t) como las descritas en la propiedad de linealidad,
supongamos ahora la sefial periddica de periodo T' z(t) = x(t)y(t). Los coeficientes ey de su
desarrollo en serie de Fourier se calculan como:

1 km
e = T/(T) x(t)y(t) exp (jTt> dt
1 / > 2 )) 2%k )
= — c1 exp ]—t y(t exp —j——t | dt
T Jiry (,z_:w T
= Z 011/ y(t) exp <j2l7Tt> exp ( jt> dt
I T Jiry

= Z o= / t) exp (—jw{;l)ﬂt> dt = i crdy—i; (32)

l=—o00 l=—o00

en primer lugar hemos escrito z(t) en términos de su desarrollo en serie de Fourier (con el
nuevo subindice 1), y después hemos intercambiado el orden del sumatorio y la integral. El
resultado finalmente es que los coeficientes de Fourier resultantes son la convoluciéon disc-
reta de los respectivos coeficientes de x(t) e y(t).
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Convolucién periédica. Como propiedad dual a la anterior, supongamos que calculamos
ahora la convolucién periédica de ambas senales x(t) e y(t):

z(t) = ;/<T> z(T)y(t — 7)dr; (33)

los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier se calculan de forma parecida al caso anterior.
Simplemente, si escribimos su expresién explicita e intercambiamos el orden de los operadores,

obtenemos:
e —= / (/ )y(t—7)d7) exp( j ;” )dt
_ ;/ (1) (;/<T>y(t—7')exp< j ;77 )dt) dr

k
= / T)dy, exp ( ]Tﬂ7> dr = cidy, (34)

donde hemos utilizado la propiedad de desplazamiento temporal deducida anteriormente. De
forma dual a la propiedad de multiplicacion, cuando se realiza la convolucién peridédica de
las senales de entrada los coeficientes de la senal resultante son el producto de los coeficientes
de entrada.

Derivacién. Si consideramos la derivada de una funcién periédica derivable (y por tanto
continua) y(t) = dx(t)/dt, ésta serd también periédica de periodo T', y sus coeficientes vendran

dados por:
1 dx(t) < 2k )
dp = / j—t | dt

T )iy di T

= Lawe —Qkﬂt —/ 2 e 2R gt

=7 xp | —J xp | —J T
2km 1 2km 2km
I <T>a?()exp( I ) = J=Ck; (35)

donde se ha integrado por partes y se ha tenido en cuenta que la evaluacién de la senal entre
los extremos de un periodo completo de una senial continua debe ser 0.

Relacién de Parseval. Esta es una propiedad de gran importancia que permite relacionar
la potencia media de una senial con la energia de sus coeficientes de Fourier. Como veremos
mas adelante, existen relaciones andlogas para el caso de sefiales no periédicas, y también
para senales discretas. La potencia media de la senal x(t) se mide como:
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T
k=—00 l=—00
2km 2w
= Z Z ckcl/ exp j—t exp —jTt dt
k=—o00l=—00
= Z Z cre]dlk —1] = Z cKCr, = Z el (36)
k=—o00l=—00 k=—o00 k=—o00

donde simplemente hemos tenido en cuenta la ortogonalidad de las exponenciales complejas.
Concluimos pues que la potencia media de x(t) es exactamente igual que la energia de la
secuencia discreta formada por los coeficientes de su serie de Fourier en tiempo continuo.

Valor medio. También es muy sencillo calcular el valor medio de la senal en un periodo

completo:
1 / 1 2:0-7
= z(t)dt = / x(t) exp <—J t> dt = co, (37)
T Jiry T Jiry T

asi que el coeficiente ¢y indica precisamente el valor medio de z(t).

Senales con simetria par/impar. Sea x(t) par (resp. impar), esto es: z(t) = x(—t) (resp.
x(t) = —x(—t)). Sin mds que aplicar la propiedad de inversién temporal, podemos concluir
que sus coeficientes de Fourier guardan la relacién: ¢y = c_ (resp. ¢y = —c_g), y tienen
también simetria par (resp. impar).

Ejercicio: Utilizando las propiedades de inversiéon temporal y conjugaciéon, determinar las
propiedades que han de cumplir los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier para una
senial hermitica (z(t) = 2*(t)) y para una senal antihermitica (z(t) = —z(t)*).

RESUMEN. A modo de resumen, y para concluir con la teoria sobre desarrollos en serie
de Fourier en tiempo continuo, la Tabla 1 describe brevemente las propiedades que hemos
estudiado hasta el momento.

7. Transformada de Fourier en tiempo continuo

Hasta este momento hemos estudiado el analisis de Fourier para senales periddicas, que
como vimos en temas anteriores son senales de potencia. En lo que resta de tema vamos a
estudiar el caso, en general de mayor interés, de senales no periddicas. Las senales no periédi-
cas pueden ser a su vez de potencia o de energia. En concreto nos interesaran las senales no
periddicas de energia finita. No obstante, veremos que el formalismo de la transformada
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de Fourier puede extenderse a sefiales periddicas utilizando distribuciones (deltas de Dirac
que, recordemos, no pueden considerarse funciones sino sefiales en sentido genérico).

Para derivar las ecuaciones de analisis y de sintesis serd de gran utilidad emplear las
expresiones correspondientes del desarrollo en serie de Fourier para sefiales continuas, que
recordamos a continuacion:

z(t) = Z Ck, €Xp (j?t) (sintesis) (38)
k=—00
1 / ( 2k > .
G, = = z(t)exp | —j—t | dt analisis 39

7.1. Derivaciéon de las ecuaciones de andlisis y sintesis

Comencemos considerando una senal x(t) arbitraria, que en principio tendré soporte lim-
itado en el intervalo [—W, W]. Esta tdltima consideracién no es necesaria para la derivacion,
pero ésta serd mas sencilla de esta forma. Dicha senal x(t) se podré extender de forma periodi-
ca eligiendo un periodo cualquiera T" > 2W, como se muestra en la figura 3. Matematicamente,
la expresién que relaciona ambas senales sera:

[e.e]

zp(t) = > a(t—nT) (40)

n=—oo

Evidentemente z,(t) es periddica, ya que z,(t+7") = x,(t) para cualquier ¢. Si la sefial original
x(t) es de energia finita, es facil comprobar que para la situacién reflejada en la figura 3 la
potencia media de xp(t) es a su vez finita:

T/2
/ |z, (t)|? dt = / |2, (t)|? dt = / () dt = TE<OO’ (41)

donde E representa la energfa de x(t). Puesto que x,(t) tiene potencia media finita, sabemos
que su desarrollo en serie de Fourier converge hacia la propia x,(t) en el sentido de que la
potencia media del error tiende a 0. Por tanto, en este sentido podremos escribir:

- 2k
Z Ck exp <jT7Tt> , (42)

k=—o00

donde los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier continuo, ¢, se obtienen sin mas que
aplicar la ecuacion de andlisis correspondiente:

/T/Z < ok ) p
c, = = t) exp j—t | dt
T/2 T
/2 2k 1w 2k
= = t) exp —jt> dt = / x(t) exp (—jt) dt. 43
[ () g [ e (55 )

Resumen: Hasta este punto solamente hemos tomado una senal x(t), la hemos extendido de
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Figura 3: Extensién periédica de una senal x(t) para formar z,(t), periédica de periodo T'.
Estamos considerando el caso T' > 2W, aunque de nuevo esto no es estrictamente necesario
para la derivacion.

forma periédica para obtener z,(t), periddica de periodo T', y hemos calculado su desarrollo
en serie de Fourier continuo.

Aunque las ecuaciones previas son exactamente las de andlisis y sintesis del desarrollo
en serie de Fourier, nos va a interesar una representacion alternativa en términos de unos
coeficientes que definiremos de la forma:

T/2 2%
X, = Tc :/ xp(t) exp (—jTﬂt) dt
—-T/2

— X 2k
zp(t) = 7’“ exp <] Tt) . (44)

k=—o00

Como vemos, simplemente multiplicamos los coeficientes del desarrollo por un valor constan-
te, esto es, la longitud del perfodo de la sefial x,(t).

En este punto es importante notar que el periodo T escogido puede ser arbitrariamente
grande. Es interesante comprobar qué es lo que ocurre con las frecuencias angulares 2km /T
utilizadas para la expansién a medida que aumenta 7': evidentemente, estas frecuencias estan
cada vez mas juntas. De hecho, la separacién entre las frecuencias angulares de dos armonicos

consecutivos sera: 2k + 1) ok 5
+ 1)m ™ T
Aw = - = 4
w T T = T (45)

es decir que se superponen arménicos a frecuencias equiespaciadas, cuya separacion es inver-
samente proporcional al periodo, con sus coeficientes X}, correspondientes. De esta forma,
podemos considerar que los coeficientes X}, son el resultado de evaluar una cierta funcién
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f(k-A\t)

area = At-f(k-At)

k- /At

Figura 4: Ejemplo de suma de Riemann de la funcién f(¢): el drea se aproxima como la suma
de las dreas de todos los rectangulos de ancho At y altura f(kAt).

X (w) en valores equiespaciados wy, = 2kw /T, es decir:

2km

o0

zp(t) = Y %X <2§jr> exp <j2:I;7Tt>

k=—o00

1 = 27 2k 2km

Resumen: Hasta este momento, hemos introducido (por conveniencia) un escalado en los co-
eficientes del desarrollo en serie de Fourier, y hemos demostrado que éstos pueden verse como
la evaluacién de una cierra funcién de variable continua X (w) para valores equiespaciados
de w, separados 27 /T.

El resultado final en la ecuacién (46) es una suma de Riemann que deberia resultar familiar
de la asignatura de cdlculo. A modo de repaso, considérese la funcién f(t) representada en la
figura 4. Para una determinada separacién At entre muestras contiguas, la suma de Riemann
correspondiente a la integral (drea bajo la curva f(t)) se define como:

Sar(f) = Y At- f(kAD); (47)

k=—o0

es decir, el drea bajo la curva f(t) se aproxima como la suma de las dreas de los rectangulos
de la figura, de forma que a medida que se reduce At (se refina la particién) la aproximacién
mejora. Por tanto, el valor de la integral de Riemann se define como®:

/_ Z F(t)de = Jim Sai(7). (48)

Volviendo sobre la ecuacién (46), es facil comprobar, comparando con la ecuacién (47) e
identificando términos, que tenemos una suma de Riemann correspondiente a la siguiente

‘En realidad la integral de Riemann no se define para limites de integracién infinitos, siendo ésta una
integral impropia, pero la analogia es valida en nuestro contexto.
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integral:
1 [ .
on(t) = 5= [ X()exp (jut) do (49)

donde At = 27/T. Para que la suma de Riemann tienda a la integral, necesitamos que At
tienda a 0, o alternativamente que el periodo 7' tienda a infinito. Pero si el periodo T' de x,(t)
tiende a infinito (es decir, la senal realmente no es periédica) es facil comprobar a la vista de
la figura (3) que la extensién periédica x,(t) tiende a la senal original:

e}

, , 1 27 2km 2kw
o(t) = Jim ap(t)=Jim oo > FX (T) exp (jTt>
k=—00
1 oo
= o X (w) exp (jwt) dw, (50)
™ —0oQ

que es precisamente la ecuacién de sintesis de la transformada de Fourier en tiempo contin-
uo. Para la descripcién completa de la transformada, necesitamos deducir ademaés la ecuacién
de analisis, es decir, necesitamos calcular la sefial de variable continua X (w) a partir de la
senal original z(t). Para ello, recordemos que X (w) era simplemente una version escalada del
coeficiente del desarrollo en serie de Fourier correspondiente a la frecuencia angular w. Por
tanto, desde la ecuacién (44) podemos tomar el limite correspondiente y calcular:

T/2 o0
X(w) = lim / xp(t) exp(—jwt)dt :/ x(t) exp(—jwt)dt, (51)
T—o0 -T/2 —0o0
permitiéndonos esta ecuacién calcular X (w), senial que se conoce como transformada de
Fourier en tiempo continuo de z(t) o como espectro de z(t). Aunque hay otras posibles
definiciones para las ecuaciones de andlisis y sintesis®, ésta es la més comin y la que se
utilizara en esta asignatura:

transformada directa transformada inversa
X(w) =F{z(t)} (w) z(t) =F X ()} (1) (52)

X(w) = /oo x(t) exp(—jwt)dt x(t) = % /_OO X (w) exp(jwt)dw

—00

La transformada de Fourier (o espectro) tiene ademds una interesante interpretacién cual-
itativa. Dada una frecuencia angular w, el valor de X (w) representa el contenido de z(t) cor-
respondiente a esa frecuencia (contenido espectral); o bien, x(¢) puede escribirse como una
superposicién de arménicos a frecuencias w, cuyas amplitudes vendran dadas por X (w). Por
ejemplo, si calculdsemos la transformada de Fourier de una senal de voz, el espectro corre-
spondiente serd nulo para frecuencias angulares més alld de 27 - 3,000 rad/s, ya que el ser
humano no emite sonidos por encima de unos 3,000 Hz. Para una senal musical grabada en
un compact disc, el espectro llegaria hasta unos 27-20,000 rad/s, que es la maxima frecuencia
audible por el ser humano. No tiene sentido por tanto mezclar armdnicos por encima de esa
frecuencia, ya que el oido no los distinguiré.

En particular, es muy comin en teorfa de la comunicacién utilizar la variable f = w/27, lo que introduce
un escalado en la definicién de las ecuaciones.
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8. Relacidon con los coeficientes del desarrollo en serie

De igual forma que hemos deducido la expresién de la transformada de Fourier de x(t)
a partir de los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de x,(t), podemos llevar a cabo
el proceso inverso. Cualquier senal periddica x,(t) podra siempre escribirse como la suma de
versiones desplazadas nT" de su periodo fundamental, z(t). Es decir, cualquier senal periédica
de periodo T se podra escribir en la forma:

o0

xp(t) = Z x(t —nT). (53)

n=—oo

Es importante notar que en este caso x(t) no es udnica, ya que dependerd de qué tramo
elijamos como periodo fundamental: es decir, podemos definir x(t) como el tramo de x,(t)
entre 0y T, o entre —1/2 y T/2, o entre T'/4 y 5T /4. .. habiendo infinitas posibilidades. Para
cualquiera de estas elecciones, podremos escribir:

1 2k 1 2k
% = 7 /<T> xp(t) exp (—jTt> dt = T /<T> x(t) exp (—]Tt) dt

_ ;/_C:x(t) exp (-jTt) dt = 7.X (2;”) . (54)

Por tanto, los coeficientes del desarrollo en serie son una version escalada de la transformada
de Fourier evaluada en la frecuencia angular correspondiente. Respecto de la eleccién par-
ticular de z(t), nétese que la estamos realizando al escoger unos limites de integracién en
particular para la integracién en (T'). Puesto que los coeficientes del desarrollo son tnicos,
sabemos que independientemente de los limites que tomemos para el periodo, y por tanto
independientemente de la funcién z(t) en el periodo basico que escojamos, el resultado ha de
ser exactamente el mismo.

9. Convergencia de la transformada de Fourier

Dada la estrecha relaciéon de la trasformada de Fourier con los coeficientes del desarrollo
en serie de Fourier, es de esperar que la convergencia de la transformada de Fourier guarde
similitudes con la del desarrollo serie. En particular, se puede asegurar:

» Si z(t) tiene energia finita, la transformada inversa de Fourier de su transformada,
X (w), tiende a x(t) en el sentido de que la energfa del error tiende a 0. Es decir, para
X (w) obtenida segun la ecuacién de analisis (51), se cumple:

T
Si F(t) = % /_ X (w)exp (jut)de

= lim lz(t) — Z(t)]*dt = 0 (55)

T—oo J_oo
» La condicién anterior no garantiza la convergencia puntual de Z(¢) hacia x(t) para cada

t. Sin embargo, existen unas condiciones de Dirichlet validas para la transformada de
Fourier. Si se cumple:
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e La senal z(t) es absolutamente integrable.

e Para cualquier intervalo finito que se escoja, la senal presenta un ntmero finito de
minimos y de maximos.

e Para cualquier intervalo finito que se escoja, la senal presenta un ntmero finito de
discontinuidades, todas ellas finitas.

Entonces hay convergencia puntual de z(t) hacia x(t) para todos los puntos t salvo las
discontinuidades (existe también el fenémeno de Gibbs).

10. Ejemplos significativos de transformadas de Fourier

10.1. Transformada de Fourier de una delta de Dirac

Supongamos que la senal de interés x(t) es un impulso unitario en el origen, §(¢). Su
transformada de Fourier sera:

o0 oo

X(w) = / x(t) exp (—jwt) dt = / d(t) exp (—jwt) dt =1, (56)
—0o0 —0oQ

sin mas que emplear la propiedad de seleccion de la delta de Dirac. Es decir, la transformada

de Fourier de una delta de Dirac es una funcién constante e igual a 1. Cualitativamente, un

impulso unitario contiene todas las posibles frecuencias del espectro con igual valor. Emple-

ando la féormula de sintesis, podemos concluir:

1 oo
i(t) = oy /_OO 1 - exp(jwt)dt; (57)
si aplicamos el cambio de variable s = —t en la ecuacién anterior, obtenemos:
1 [ _ 1
5(0) = e | exp(—jws)ds = 5§ {1} () = {1} () = 2m5(w). (58)

Intercambiando los papeles de las variables ¢ y w, vemos que la transformada de Fourier
de una constante es precisamente una delta de Dirac pesada por 2mw. Esta relacién entre
transformadas directas e inversas responde al principio de dualidad que veremos més adelante.
Por tdltimo, nétese que ni la delta de Dirac ni la funcién constante son senales de energia finita,
y a pesar de ello la transformada de Fourier sigue teniendo sentido.

10.2. Transformada de Fourier de una senal cuadrada

Supongamos ahora un pulso cuadrado de anchura 7' y altura 1:

1, |t|<T/2
z(t) :{ 0, H > T/2 (59)

Su transformada de Fourier vendra dada por:

o) T/2 -1 T/2
X(w) = / x(t) exp (—jwt) dt = / exp (—jwt) dt = [ exp (—jwt)]
—c0 ~T/2 Jw —T/2
_exp(jwg) —exp(—jwy) _ T2jsin(wy) _ T sine (Tw> . (60)
Jw 2 Jw%
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Figura 5: La funcién sinc(t) = sin(t)/t pasa por 0 en todos los miltiplos enteros de 7 salvo en
el origen. Los extremos locales, que alternan entre maximos positivos y minimos negativos,
se producen en el origen y en los multiplos impares de 7/2 (salvo +m/2).

La funcién sinc(t) = sin(t)/t tendrd una gran importancia a lo largo de toda la asignatura (y
de muchas otras). Su forma se esboza en la figura 5.

Ejercicio: A partir de la expresiéon anterior para la transformada de Fourier de un pulso
cuadrado y usando la relacién (54) con los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier,
volver a deducir de esta forma alternativa la expresion (25).

11. Propiedades de la transformada de Fourier

De forma analoga a como se hizo con el desarrollo en serie de Fourier, se pueden deducir
una serie de propiedades de interés para la transformada de Fourier. Estas propiedades seran
de gran utilidad para el cdlculo de transformadas de Fourier de senales de cierta compleji-
dad, para resolver ciertos problemas o para estudiar ciertas propiedades de las senales y los
sistemas. A continuacién se enumeran y razonan algunas de estas propiedades. La mayoria
de ellas son andlogas a las del desarrollo en serie de Fourier, por lo que se recomienda revisar
aquéllas a la vez que se estudien éstas.

Linealidad. La propiedad de linealidad se conserva por supuesto para la transformada de
Fourier. Dada la linealidad de las integrales, es trivial demostrar que para dos senales x(t)
e y(t) con espectros X (w) e Y(w), el espectro de ax(t) + py(t) es aX(w) + Y (w), para
cualesquiera « y 8 complejos.

Desplazamiento temporal. Dado el espectro de z(t), X (w), queremos calcular el espectro
de y(t) = z(t — to):

Y(w) = /OO x(t — to) exp (—jwt) dt = /00 x(s) exp (—jw(s +tp)) ds

= exp (—jwtp) /OO x(s) exp (—jws) ds = exp (—jtow) X (w), (61)

—00

donde se ha realizado el cambio de variable s = t —t(. Es decir, el efecto del desplazamiento

21



en el tiempo de la senal z(t) sobre la transformada de Fourier es una modulacién (pro-
ducto por exponenciales complejas) de frecuencia angular ¢y.

Inversién en el tiempo. Consideremos ahora la senal y(t) = z(—t), resultado de reflejar la
senal z(t) en sentido horizontal en torno al eje de ordenadas:

o0 o0
Y(w) = / x(—t) exp (—jwt) dt = / x(s) exp (jws) ds = X (—w), (62)
donde el cambio de variable es ahora s = —¢.

Escalado temporal. Supongamos y(t) = x(at). Su espectro es:

Y(w) = /OO y(t) exp (—jwt) dt = /OO x(at) exp (—jwt) dt

—00

= /OO x(s) eXp( jw ]a] |a] / exp J )ds = EX (a) . (63)

—00

De nuevo es necesario hacer un cambio de variable, en este caso: s = at. El escalado en
tiempo conlleva un escalado inverso en el dominio transformado de Fourier (o dominio de la
frecuencia), de forma que si la senal en tiempo se ensancha el espectro se contrae, y viceversa.
Nétese el operador médulo que aparece debido al cambio de variable.

Conjugacidn. Si tomamos la sefial conjugada de x(t), y(t) = x(t)*, su transformada serd:

Y (w) = /Oo 2*(t) exp (—jwt) dt = (/oo 2(t) exp (jwt) dt>* = X (—w)". (64)

—00 —0o0

Modulacién. Supongamos que multiplicamos (modulamos) la senal z:(¢) por una exponencial
compleja de frecuencia angular wo: y(t) = z(t) exp(jwot). La transformada de Fourier para la
senal resultante sera:

Y(w) = /00 x(t) exp (jwot) exp (—jwt) dt

—0o0
o0

= / z(t)exp (—j (w—wp)t)dt = X (w — wp), (65)

—00

y la modulacién temporal se traduce en un desplazamiento (frecuencial) del espectro. Esta
propiedad es la dual del desplazamiento en tiempo, que producia una modulacién en frecuen-
cia. Nétese que en este caso la modulacion no lleva un signo negativo. La dualidad de hecho
se puede generalizar no sélo a las propiedades sino a las propias sefiales en ambos dominios,
como se muestra a continuacion.

Dualidad. En un ejemplo anterior vimos que la transformada de un impulso unitario era una
constante, mientras que la transformada de Fourier de una constante es un impulso unitario.
Esta propiedad es facilmente generalizable. En particular, supongamos que el espectro de
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x(t) es X (w). Nos preguntamos entonces cudl es el espectro de X (t). Aplicando la definicién:

S{X{#)} (w) = / X (t) exp(—jwt)d / 2w X (t) exp(j(—w)t)dt
= FH2rX (1)) (—w )—27r§ {X()} (—w) = 21z(—w), (66)

donde se ha utilizado la propiedad de linealidad. Vemos que hay una estrecha relacion entre el
espectro de X (w) y la senal original x(t), lo cual no deberia sorprender dada la similitud entre
las ecuaciones de andlisis y sintesis. Estas se diferencian en una constante 27, que aparece en
la ecuacién anterior, y un signo ‘—’ en la exponencial compleja, que se refleja en la inversion
temporal. Compérese esta propiedad con el ejemplo visto para la delta de Dirac (en este caso
no aparece la inversién temporal porque tenemos senales pares).

Multiplicacién. Para dos senales x(t) e y(t), el espectro Z(w) de su producto z(t) = z(t)y(t)
serd:

2@ = [ a0y exp (—ory

—0o0

— /_(: <217r /_(: X(s) exp(jst)d5> y(t) exp (—jwt) dt
- [ x < | we st exp (~jt) dt) ds

= % _C:X(s) (/_Z y(t) exp (—j(w — s)t) dt) ds
_ 6 /OO X(s)Y (w0 — 8)ds = X (w) # Y (w); (67)
21 J_ oo 21 ’

en primer lugar hemos escrito z(t) en términos de su transformada de Fourier inversa (usan-
do la variable auxiliar s en lugar de w), y después hemos intercambiado el orden de las dos
integrales. Por tanto, un producto en el dominio del tiempo se traduce en la convolucién de
ambos espectros ponderada por un factor (27)~!. De manera dual:

Convolucién. Si z(t) = z(t) * y(t), el espectro Z(w) es:

Zw) = /_Z ( /_Zx(f)y(t—T)dT> exp (—juwt) dt

= / () ( / "yt — 1) exp (—jut) dt) dr = / " 2 () exp(—jwr)dr

—00 —00 —00

[e.e]
= Y(w)/ z(7) exp(—jwr)dr = X (w)Y (w), (68)
—0oQ
donde hemos utilizado la propiedad de desplazamiento temporal deducida anteriormente. Es
decir, la convolucion temporal se transforma en un producto de espectros. Esta propiedad
es de una enorme importancia. Recordemos del tema anterior que la salida de cualquier sis-
tema LTI puede calcularse como la convolucién de la entrada con la respuesta al impulso.
Esta propiedad significa que en el dominio de la frecuencia basta con multiplicar (operacién
mucho maés sencilla que la convolucién) el espectro de la senal de entrada con la respuesta en
frecuencia del sistema, definida como la transformada de Fourier de su respuesta al impulso.
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Es facil darse cuenta del enorme potencial del andlisis de Fourier en el estudio de sistemas
LTI, dada esta propiedad.

Derivacién. Si consideramos la derivada de una senal z(t), y(t) = dz(t)/dt, su transformada
puede deducirse de la siguiente forma:

y(t) — da;lt yr 27r/ X exp jwt dw— / 7exp (jwt)d
T o / X @jwexp (jut) dow = 5 / (X (@) exp (jurt) do (69)

y sin mds que identificar términos vemos que la transformada de Fourier de y(¢) ha de ser
Y(w) = jwX(w). Esta propiedad es de gran interés en el andlisis de sistemas definidos por
ecuaciones en diferencias.

Integracién. De igual forma, si ahora y(t) = fioox(T)dT, puede deducirse la siguiente
relacién:
1
Y(w)=—X(w)+7X(0)d(w). (70)
Jjw

El primer término es evidentemente el inverso del operador derivacién, ya que derivada e
integral son operadores inversos. El segundo término da cuenta de la singularidad que se
produce si el valor medio de z(t) no es 0, ya que al integrar dicho valor medio desde menos
infinito la integral no estara acotada. El hecho de que este sumando vaya multiplicado por
X (0) resultard claro cuando se vea la siguiente propiedad.

Valor medio. El valor medio de la senal z(t) es sencillo de calcular:

/_OO x(t)dt = /_00 x(t)exp(—j - 0-t)dt = X(0). (71)

y por tanto el valor medio de la senal coincide con el valor de su transformada en w = 0.

Relacién de Parseval. La energia de una senal z(t) puede relacionarse con la energia de
su transformada de Fourier X (w):

OF = [ eoPd-o [T xR = X )
o 2 J_ s 2
Para probar esta propiedad, consideremos en primer lugar la senal y(t) = z(t)x(t)* cuya
transformada de Fourier sera, segin las propiedades de multiplicacién y conjugacién vistas
anteriormente:

Y(w) = %X(w) / X ()X (—(w — 5))"ds
- % _OO X(s)X (s — w)*ds. (73)
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La energia de la senial z(t) puede verse como el valor medio de las senal y(t) asi obtenida, de
forma que aplicando la propiedad de valor medio:

@) = /OO 2O (t) dt = /Oo y(B)dt = Y (0) = % /_ZX(S)X(S — 0)*ds

_ % /ZX(S)X(S)*dS - % X (@) do = % 1X (@) (74)

—00

Ejercicio: Probar que si z(t) es real su transformada de Fourier tiene simetria hermitica,
X(w) = X(—w)*, mientras que si x(t) es imaginaria pura su transformada tiene simetria
antihermitica, X (w) = —X(—w)*.

RESUMEN. A modo de resumen, la Tabla 2 describe brevemente las propiedades que hemos
estudiado hasta el momento.

12. Transformada de Fourier de senales periédicas

A pesar de que la transformada de Fourier estd definida en principio para senales de
energia, puede generalizarse para senales de potencia haciendo uso de la distribucion delta de
Dirac. En particular, estudiamos a continuacion el caso de senales periddicas, que son senales
de potencia. Para ello, el punto de partida sera el ejemplo visto en la seccién 10.1. Podemos
razonar de la siguiente forma:

1. La transformada de Fourier de una delta de Dirac es una senal constante de valor 1.

2. Por la propiedad de desplazamiento temporal, la transformada de Fourier de 6(t — to)
serd exp(—jtow).

3. Empleando la propiedad de dualidad entre pares transformados, la transformada de
exp(—jwot) serd 2md(—w — wp) = 2wd(w + wp), ya que la distribucién delta es par.

4. Empleando la propiedad de inversién temporal, y teniendo en cuenta de nuevo que la
distribucién delta es par, vemos que la transformada de Fourier de exp(jwot) debe ser
270 (—w 4 wo) = 276 (w — wp):

5 {exp (jwot)} (w) = 270 (w — wp) - (75)

Una vez hecha esta deduccién consideremos ahora una sefial x,(t) periédica de perfodo T'.
Si su potencia media es finita, dicha sefial puede expresarse en términos de su desarrollo en

serie de Fourier:
> 2k
xp(t) = E Ck eXp <3Tt> . (76)

k=—o00
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Finalmente, s6lo tenemos que utilizar la propiedad de linealidad para calcular la transformada
de Fourier de esta sefnal:

50 = 3 av{oo (i) e = 3 2ras(v-2T).

k=—o00 k=—o00

Es decir, la trasformada de Fourier de una senal periddica es un tren de deltas a las frecuencias
angulares multiplos de la frecuencia fundamental de z,(t), cuyos pesos son precisamente los
coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de z,(t) (multiplicados por 27). Este resultado
no deberia ser sorprendente: en el caso de una senal peridédica, no necesitamos todas las
posibles frecuencias del espectro, sino sélo aquéllas que sean multiplos de la fundamental,
como vimos en el caso del desarrollo en serie de Fourier. Por eso la transformada consta sélo
de deltas a dichas frecuencias.

13. Respuesta en frecuencia de un sistema LTI

Las propiedades de la transformada de Fourier también permiten el andlisis de sistemas
LTI de manera sencilla. En concreto, sabemos que la salida y(t) de cualquier sistema LTI
puede calcularse como la convolucién de la entrada z(t) con la respuesta al impulso h(t).
Usando la propiedad de convolucién, vemos que la relacién entrada/salida en el dominio
frecuencial puede describirse como:

Y(w) = Hw)X(w), (78)

donde H(w) es la transformada de Fourier de la respuesta al impulso, conocida como respues-
ta en frecuencia o funcion de transferencia del sistema LTI. Una operacién tan complicada
como la convolucién queda entonces reducida a un simple producto. La respuesta en frecuencia
caracteriza completamente el sistema, al igual que lo hace la respuesta al impulso.

Esta representacion encaja perfectamente con el concepto de autofuncién de un sistema
LTI. Como hemos visto antes, la transformada de Fourier representa una superposicion de
armonicos en todo el espectro de frecuencias, representada por la ecuacién de sintesis:

1 (o9}
o) = - / X (w) exp (jeot) dw, (79)
2 J_ o
y la senal a la salida del sistema sera entonces:
1 o)
y(t) = — / X(w)H (w) exp (jwt) dw. (80)
2 J_
Es decir:

1. La senal z(t) se descompone como superposicién de armonicos.

2. Cada uno de dichos armonicos, al atravesar el sistema LTI, queda multiplicado por el
autovalor correspondiente H(w) (ya que los arménicos son autofunciones).

3. La salida es la misma superposicion de armoénicos debido a la linealidad, pero la ampli-
tud de éstos se ve modificada por el sistema LTI por un factor H(w).
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En forma matematica, si denotamos por H{z(t)} la aplicacién del sistema LTT sobre la senial
x(t) tenemos:

1 o0
) = 1o} =1 { 5 [ X(@)exp (iwt) do (s1)
puesto que el sistema es lineal:

o) = 5= [ X fexp (ut)) do (52)

ya que la exponencial es el tnico término que depende de la variable temporal. Puesto que la
exponencial compleja es autofuncion del sistema LTI, con autovalor H(w), la aplicacién del
sistema se reducird al producto de la autofuncién por el autovalor:

o) = o [ X(@)H@)exp (o) do, (s3)

27 J_
y por supuesto llegamos a la misma expresién que si usamos la propiedad de convolucion.

La representacién de la relacién entrada/salida como producto es a su vez 1til para el
andlisis y diseno de determinados sistemas LTI, como pueden ser los filtros selectivos en
frecuencia®, o para estudiar el muestreo de sehales continuas. Cada uno de estos problemas
corresponde a uno de los siguientes temas de la asignatura.

13.1. Sistemas caracterizados por ecuaciones diferenciales

Como vimos en el tema anterior, los sistemas definidos por ecuaciones diferenciales son una
clase especialmente importante de sistemas LTI, ya que modelan infinidad de procesos fisicos.
Resolver una ecuacion diferencial es en general complicado, pero el uso de transformadas de
Fourier simplifica notablemente el problema. Recordemos que la forma genérica de uno de

estos sistemas es:
M

N
dry(t) d"x(t)
kzoak dtk = Z bk dtk 3 (84)

utilizando la propiedad de derivacién, podemos calcular facilmente la respuesta en frecuencia
del sistema:

M
N v . Z by (jiw)"
> (i)Y () = Y bulie) X(w) > Hw) = 33 = S 6)

k=0 k=0

- N
> ax(jw)”
k=0

que resulta ser un cociente de polinomios en w. Por ejemplo, consideremos la siguiente
ecuacion diferencial:

2 X
ddgigt) +4dgjiit) +3y(t) = ddet) +22(t). (86)

SEn este caso se explota la interpretacién de x(t) como superposicién de arménicos. Por ejemplo, si
diseniamos h(t) de tal forma que H(w) valga 1 para las frecuencias por debajo de 3 KHz. y 0 para el resto,
estaremos eliminando aquellas frecuencias de z(t) superiores a este valor, lo que puede ser 1til en una linea
telefénica para seleccionar sélo aquellas partes de la senal que se correspondan con la voz humana.
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Es facil comprobar que la respuesta en frecuencia del sistema es:

(jw) + 2 _ Jw +2

M) =GP +4G0 43~ Go+DGw 3

(87)

donde simplemente hemos factorizado el numerador y el denominador. Esta expresién puede
descomponerse en fracciones simples, obteniéndose:

12, 1/2

H = . 88
@)= 1 T s (88)
Puede comprobarse que, si R{z} > 0:
1
—zt _
S{e u(t)} (w) = . (89)

y por lo tanto, usando la propiedad de linealidad, la respuesta al impulso (transformada
inversa de Fourier de H(w)) para este sistema es:

h(t) = —e tu(t) + e 3tu(t), (90)

sin tener que resolver explicitamente la ecuacién diferencial. Para una entrada dada x(t),
bastaria con calcular la transformada inversa de H(w)X (w), en lugar de tener que resolver
una parte homogénea y una parte no homogénea.

Ejercicio: Demostrar la relacién dada en la ecuacién (89).
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Propiedad

Dominio del tiempo

Coeficientes de la serie

Linealidad

Desplazamiento

Inversion
FEscalado®
Conjugacion

Modulacion

Multiplicacion

Convolucion peridédica

Derivacion

Relacion de Parseval

Valor medio

Senales simétricas

2(t) = ax(t) + By(t)

y(t) = z(t —to)

y(t) = z(at)
y(t) = a(t)”
y(t) = 2(t) exp (jMQ,J_iTt)

er = acy + Bdy,

2km
dp = exp —_]Tt() Ck

dp, = c_p

dk:ck

C = C_
Cp = —C_L
S{er} =0

%{Ck} =0

L En este caso hay que tener en cuenta que el periodo de la serial y(t) resultante es T' = T/ «;
a pesar de que los coeficientes del desarrollo en serie no cambian, si que cambia la propia
representacion como serie, ya que los coeficientes estdn asociados a diferentes funciones base
con diferente frecuencia fundamental.

Cuadro 1: Resumen de propiedades del desarrollo en serie de Fourier en tiempo continuo.
Asumimos que z(t), y(t) y z(t) son senales periddicas todas ellas con idéntico periodo, T, y

los coeficientes de sus series de Fourier son respectivamente ¢, di v eg.
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Propiedad

Dominio del tiempo

Dominio frecuencial

Linealidad
Desplazamiento
Inversion
Escalado
Conjugacion
Modulacion
Dualidad
Multiplicacion
Convolucion
Derivacion

Integracion

Relacion de Parseval

Valor medio

Senales simétricas

z(t) = ax(t) + By(t)

y(t) = x(t = to)

y(t) = 2(~1)
y(t) = a(at)
y(t) = 2(t)°

y(t) = 2(t) exp (jwot)

X(w) =F{z()} (w)

2(t) = x(t) x y(t)
y(t) = dzgf)

z(t) = z(—t)
x(t) = —z(—t)
x(t) = x(—t)*

Z(w) = aX(@) + BY (@)
Y () = exp (—jtow) X (w)
Y (@) = X(~w)

X (2)

Y(w) = X(—w)*

Y(w) = X(w— wp)

R{X(w)} =0

Cuadro 2: Resumen de propiedades de la transformada de Fourier continua. Asumimos que
x(t), y(t) y z(t) tienen transformadas de Fourier respectivas X (w), Y(w) y Z(w).
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