SISTEMAS LINEALES
TEMA 5. LA TRANSFORMADA Z

1 La transformada Z

Las sefiales exponenciales discretas de la forma 2" con z = re’® son autosoluciones de los
sistemas LTI. Para una entrada z[n] = 2z la salida sera
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siendo H(zp) la transformada Z de h[n] evaluada en el punto z.
Definimos la transformada Z de una senial del siguiente modo:

n=—oo

Puede verse que la transformada de Fourier es un caso particular de la transformada Z
cuando z = ¢/, es decir, cuando r = 1:

X(Q) = ‘XV(Z)|z:ejQ

Del mismo modo, podemos ver la transformada Z como una transformada de Fourier:

X(z) = Z x[n]z™"
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Usaremos la transformada 7 fundamentalmente por dos razones:
1. Hace ver mas claro algunas propiedades de los sistemas.

2. Hay senales que no tienen transformada de Fourier, pero si transformada Z.

2 Regiones de convergencia

En la transformada Z, la variable z es un niimero complejo con médulo y fase. La existencia
de este médulo va a hacer que, a diferencia de Fourier, la convergencia se dé por regiones.
En Fourier, la transformada converge o no converge. Como veremos a continuacion, en Z,
van a existir valores de z para los que la transformada converge.

Iustramos el plano Z (en el que se encuentran todos los posibles valores de la variable
z) de la siguiente forma:



Plano Z

Circulo unidad z = 7

El circulo en que r = 1 se le conoce como circulo unidad.

2.1 Ejemplos previos

n

Ejemplo 1: Sea la senal x[n] = a"u[n|. Calculamos su transformada Z:

X(z) = Z zn|z™"
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Un sumatorio del tipo .
>
n=0
converge siempre y cuando |b| < 1. Por lo tanto, la transformada Z converge si
E‘<1 — |zl >la] — 7r>|aq
Asumiendo que hay convergencia, la transformada 7 sera:
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La convergencia viene dada por el médulo de z, es decir, por r. Noétese que define una
region de convergencia (RoC): siempre y cuando el médulo de z sea mayor que |a| va a
existir la transformada Z. Podemos ilustrarlo en el plano Z:
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Ejemplo 2: Sea la senal x[n] = —a"u[—n — 1]. Calculamos su transformada Z:
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EL sumatorio converge si
z
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Asumiendo que hay convergencia, la transformada 7 sera:
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La convergencia viene de nuevo dada por el médulo de z. La transformada Z va a converger
siempre y cuando el médulo de z sea menor que |a|. Podemos ilustrarlo en el plano Z:

Z{z}

X(z)=1-

RoC I e R(2)

Noétese que en los dos ejemplos se parte de dos senales distintas, pero se llega a la
misma transformada Z. Sin embargo, sus regiones de convergencia son distintas. Por lo
tanto, para caracterizar una senal necesitamos su transformada Z y su RoC.

Por otro lado, nétese que el circulo unidad es aquel en que r = 1, por lo tanto es el
lugar en que la transforma Z y la transformada de Fourier coinciden. Si el circulo unidad
esta dentro de la RoC, la transformada de Fourier también converge.



2.2 Propiedades de las regiones de convergencia

1. La RoC de X (z) son anillos en el plano Z centrados alrededor del origen. La Trans-
formada Z puede verse como la transformada de Fourier de la senal z[n|r". Esta TF

converge si
o

Z |z[n]|r™™ < oo

n=—oo

La convergencia va a depender del valor de r y no del valor de §2, por lo que dara
lugar a regiones circulares alrededor del origen.

2. La RoC no contiene ningiun polo. Por definicién.

3. Siz[n| =0 paran < ny yn > ny (senal de duracion finita) entonces su region de
convergencia serd todo el plano Z:

RoC = Z + {0} + {c0}

Es decir, las secuencias de duracién finita convergen en todo el plano Z. Pueden
converger o no en cero y en infinito.

4. Si xz[n] = 0 para n < ny (secuencia derecha) y si el circulo r = ry estd en el RoC,
también lo estardn todos los valores finitos de z tales que r > rq.

Si una TZ converge para r = ry se cumple que
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Converge si -2 < 1, es decir, si 7 > 7.
Resumiendo, si z[n] es una secuencia derecha, la convergencia va a darse de una

circunferencia hacia el exterior:
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(NOTA: hay que tener cuidado con lo que ocurre en infinito).
5. Six[n] =0 para n > ngy (secuencia izquierda) y si el circulo r = ry estd en el RoC,
también lo estardn todos los valores finitos de z tales que r < ry.

Resumiendo, si x[n] es una secuencia izquierda, la convergencia va a darse de una
circunferencia hacia el interior:
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(NOTA: hay que tener cuidado con lo que ocurre en el origen).

6. Si una secuencia z[n] es bilateral, y si el circulo r = ro estd en la RoC, ésta serd un
anillo que contenga rg

&

Una secuencia bilateral x[n] puede verse como la suma de una secuencia derecha
z4[n] y de una secuencia izquierda x;[n]:
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z[n] = xq[n] + xi[n]

Su transformada Z seré

o0

X(2) = Z x[n]z7" = Zmd[n]z*" + i xi[n]z™"
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La RoC, en caso de existir, serd (por lo menos) la interseccién de las RoC de la
secuencia derecha e izquierda:

RoC C RoC4 N RoC;

Ejemplo 3: Sea la senal x[n] = bI"l con b real y b > 0. La senal es bilateral, y podemos
dividirla en una parte derecha y una izquierda:

z[n] = b"uln] +b "u[—n — 1] = z1[n] + z2[n]
—_—  ——
derecha izquierda
Sus TZ seran
Xi(e) = =y |l >
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X = 1/b
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Las regiones de convergencia quedan:
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La TZ total sera
Xi(2) + Xa(z) b<l|z|<p sib<l
X(z) =
—— RoC =10 sib>1
Nétese que si b > 1 b > 1/b; no hay interseccién de las RoC de cada parte de la senal, y
por lo tanto no hay RoC. En caso contrario (b < 1) la RoC serd un anillo:

I{z}

RoC "

3 La transformada inversa

La TZ puede expresarse en funcion de la transformada de Fourier:
X(z) = F{z[n]r™}
De este modo podemos escribir
zln)r = FHX(2)}

Vamos a tratar de calcular la transformada inversa de la TZ a partir de la transformada
inversa de Fourier.

1 [T o
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1 [T : ,
x[n] = o X (re/t)rnelSndQ
7T —T
1 [T o o n
= 5 _WX(rej ) (re?*)” d

Haciendo el cambio de variable z = re/, dz = jre/? = jzd:
1
z[n] = — %X(z)z"_ldz
275 J,

donde fr denota la integracién en un contorno circular cerrado en sentido contrario a las
agujas del reloj centrado en el origen y con un radio r (donde r pertenece a la RoC).



4 Propiedades de la Transformada Z

Propiedad Senal Transformada Z RoC
x[n] X(2) R
x1[n] X1(2) Ry
3}2[71] XQ(Z) R2
Linealidad axin] + bxa[n] aXi(z) + bXa(2) Al menos R; N Ry
Desplazamiento en n x[n — ng| 27X (2) R+ {0}
Escalado en z eI0n g [n] X (e=70my) R
zgx(n] X (%) 2oR
axz[n) X(a=12) la|R (El conjunto de puntos
{|a|z} para z en R)
Inversién en n x[—n] X(z7h R~ (el conjunto de puntos
z~! donde z estd en R)
Expansion en n (1) [n] X (2F) RY* (el conjunto de puntos
z1/% donde z estd en R)
Conjugacién z*[n] X*(=%) R
Convolucién x1[n] * x2[n] X1(2)Xa(2) Al menos R1 N Ry
Primera diferencia zn] —zn—1 (1-z2"HX(2) Al menos RN (|z] > 0)
Acumulacién > xlk] 1_i,lX(z) Al menos RN (|z] > 1)
k=—o0
Diferenciacién en z  nx[n] —zd)éiz) R
Teorema del valor inicial
Si z[n] = 0 para n < 0 entonces z[0] = Zli_)rglo X (2)

5 Analisis y caracterizacion de sistemas LTI usando la Trans-

formada Z

Por la propiedad de convolucién, en un sistema LTI podremos escribir:

donde H(z) es la transformada Z de la respuesta al impulso. Esta H(z) se conoce como
funcion de transferencia del sistema y proporciona mucha informacién acerca de éste:

e Causalidad: Un sistema LTI serd causal si h[n] = 0 ¥n < 0. En ese caso tendremos
una secuencia derecha cuya TZ converge hacia el exterior de un circulo. Por lo tanto,
si la RoC de H(z) es de la forma |z| > a (y no hay polo en oo) el sistema es causal.
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Un sistema LTI serd anticausal si h[n] = 0 Vn > 0. En ese caso tendremos una
secuencia izquierda cuya TZ converge hacia el interior de un circulo. Por lo tanto,
si la RoC de H(z) es de la forma |z| < a (y hay un cero en el origen) el sistema es
anticausal.
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Estabilidad: Un sistema LTI es estable si

o0

> |hln]| < o0

k=—o00

En ese caso existe la transformada de Fourier de h[n]. Para que exista H((2), el
circulo unidad tiene que estar dentro de la RoC de la TZ. Por lo tanto, si la RoC de
la TZ contiene el circulo unidad, el sistema es estable.

Sistemas descritos mediante ecuaciones en diferencias. De manera andloga
a cémo se trabajaba en el dominio de Fourier, puede usarse la TZ para obtener la
respuesta al impulso de un sistema LTI a partir de una ecuacién en diferencias con
coeficientes constantes.
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