SISTEMAS LINEALES
SOLUCIONES AL EXAMEN DE JUNIO 2013

1. Considere la senal
z(t) = e 3t (2 u(t+1)—u(t—1))

y el sistema LTI con respuesta al impulso h(t) = e/?™.

a) Calcule el valor de pico, la potencia instantdnea, la energia y la potencia media de
z(t). Razone si se trata de una senal periddica (en caso afirmativo, determine su
periodo).

b) Estudie las siguientes propiedades del sistema: causalidad, memoria, estabilidad e
invertibilidad.

c) Calcula la salida del sistema cuando la entrada es x(t).

Resolucion

a) Podemos escribir la senal del enunciado de la siguiente forma:

0 t<1
r(t)=4{ 273 —1<t<1
e 3 t>1

A partir de aqui calculamos los valores indicados:

z, = max{z(t)} =az(-1) =2e*
0 t<1
pi(t) = |z(®))?={ 4% —1<t<1
e o t>1
e 1 00 2 1
E, = / pi(t)dt :/ 46_6tdt—|—/ e Oldt = Zeb — Ze6
—00 —1 1 3 2
1T .1
Pav = Jlm oF /,Tpi(”dt = i oo =0

La senal x(t) no es una sefial periédica, ya que no existe ningin valor 7" # 0 tal que z(t) = x(t+7).
b) Por ser un sistema LPI razonamos a partir de su respuesta al impulso h(t):

Causalidad: El sistema es no causal, ya que no se cumple que h(t) = 0 para t > 0 (causal) o
para t < 0 (anticausal).
Memoria: se trata de un sistema con memoria, ya que h(t) # Ko(t).

Estabilidad: Para que un sistema LTI sea estable, su repuesta al impulso ha de ser absolutamente

integrable:
/ |h(t)|dt:/ \ej2”t|dt:/ 1dt = .

Por lo tanto, el sistema no es estable.

Invertibilidad: Para ver la invertibilidad lo mejor es estudiar las propiedades del sistema desde
un punto de vista frecuencial. Podemos razonar, por ejemplo, a partir de su transformada de
Fourier:

H(w) =27 §(w — 2m).

Para cualquier entrada X (w) la salida sera de la forma

Y(w)=X(w)Hw) =27 X(27)d(w — 27).



Nétese que la salida s6lo depende de un punto de su transformada de Fourier: X (27). No
serd posible recuperar nunca X (w). Podriamos razonar también de la siguiente forma

1 1
H(w) 27 d(w—27)

Hz(w) =

No podemos invertir una delta, por lo que no estaria definido el sistema inverso.

¢) La manera mas sencilla es hacerlo por autofunciones, aunque también puede realizarse la convolucién.
Al convolucionar con una exponencial, tenemos la misma exponencial por la transformada de
Fourier de la senal evaluada en la frecuencia de la exponencial:

y(t) = x(t) * 7™ = X (27m)e??™.

Calculamos la transformada de Fourier de z(y):

1 , A
_ jw+3 _ —(jw+3)
X(w)_?)—l—jw (26 e )
Y la convolucién queda:
_ 1 3 =3\ _j2nt
y(t)—3+j2ﬂ<26 —e ) el

Se podria resolver también a partir de la integral de convolucion:

x(t) * h(t)
= [ xz(T)h(t — T)dr

0o
1 . o] .

— / 2673Te]27T(t7T)d7_ +/ 67376]27r(t77')d7_'
—1 1

y(t)

. Sea la senal periddica de la figura:

a) Calcule la serie de Fourier de la senal periédica
z(t). Exprese los coeficientes como parte real mas
parte imaginaria.

_*3 S P 3 ! b) Calcule la transformada de Fourier de z(t).
RRREANEN L A BN Dibujela para el intervalo [—m,7].
-1 12 c) Calcule la transformada de Fourier de la senal
:L‘g(t) = %
Resolucién

a) En primer lugar, nétese que se trata de una senal periddica, real y par. Por lo tanto, los coeficientes
de su serie de Fourier seran reales y pares. El periodo de la senal es T' = 3, de modo que su
frecuencia fundamental es wy = 2{ Para simplificar el cdlculo de los coeficientes de Fourier,
puede ser util expresar la sefial z(¢) como la resta de dos senales:

x(t) = z1(t) — za(t)

Donde z1(t) y x2(t) se muestran a continuacion.
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Los coeficientes de la serie de Fourier cumplen la propiedad de linealidad si las senales involucradas
comparten el mismo periodo. Esta condicién se cumple para z1(t) y x2(t), puesto que ambas
comparten el periodo de la senal global, T' = 3. Siendo asi, los coeficientes de la serie de Fourier
de x(t) serdn ¢ = di — ex, donde di y e son los coeficientes correspondientes a z1(t) y xa(t),
respectivamente.

Para la obtencién de dj no necesitamos més que recurrir a las tablas, puesto que z1(t) es una
onda cuadrada periédica. Asi:

sin (k‘%ﬁ) 2 2
dp = B — = gsmc (k3)
Puede observarse que cuando k = 0 existe una indeterminacién en el valor de di. Sin embargo,
teniendo en cuenta que sinc(0) = 1 o bien calculando do = = [y z1(t)dt es sencillo comprobar
que dg = %

En cuanto a eg, una posible manera, bastante sencilla, es recurrir a la expresién general para los
coeficientes de la serie de Fourier de una sefial continua periddica:

1 3/2 .
E = = el dt = 0t—1)+0(t+1)]e” t
e e~ Jkwot 7 5 ]k27r/3td
<T> 3 3/2
3/2 —jk2m/3 jk2m/3 1 jk2m/3 jk2m/3
= )e +d(t+1)e }d 7<e +e )
3 3/2 3

= gcos <k2;r> (1)

Combinando di y er obtenemos la expresion general para los coeficientes de la serie de Fourier
de z(t):

cp =di — ey = ———= — —cos

RO ke 3 3

Puede comprobarse que los coeficientes resultantes son reales y pares, como habiamos avanzado
al comienzo. Ademas, para k = 0;

sin (k%ﬂ) 9 <k2ﬂ>

2 2
co=dy—ey= gsinc(O) —3 cos(0) =0



como era de esperar, puesto que el valor medio de la senal a lo largo de un periodo es cero.

Debido a que z(t) es una senal periédica su transformada de Fourier estd relacionada con su
expresion en serie de Fourier. Asi pues, solo necesitamos particularizar para nuestro caso:

s o0 sin (k2F
X= 35 st =X = 5 26| EE) 20 (2] (0 2)
K=—0c0 K=—00

Para dibujar X (w) en el intervalo [—, ], solamente necesitamos calcular el valor de los coeficientes
co, 1 y c—1. El primero es cero, y los otros dos son iguales como se vio anteriormente, por ser
x(t) real y par:

: 21
sin | 55 9 2 V3 9 1 3 1
Clzclzgfg)—COS<T(): 2 _3<_>:f+>0

3 3 3 2 or 3
X(w)
2mer
| | w
—m —2m/3 | 2n/3 w

Se pretende calcular la transformada de Fourier de la siguiente senal:

La transformada de una senal de ese tipo no se encuentra en las tablas, y el calculo de la
transformada siguiendo la expresion general resulta complicado porque se trata de integrar una
exponencial dividida entre un polinomio. Sin embargo, es sencillo darse cuenta de que la senal
tiene una expresion similar, en funcién del tiempo, a la expresion en frecuencia de la transformada
de Fourier de una exponencial decreciente multiplicada por la funcién escaldn:

1

—at t F
e “u(t),Re{a} >0 +— o

Dada esta correspondencia, podemos utilizar la propiedad de dualidad de la transformada de
Fourier para obtener la transformada deseada. Enunciamos a continuacién dicha propiedad:

f
ft) <= g(w)
gt) = 2mf(—w)
Modificamos ligeramente x5(t) para utilizar la propiedad de dualidad:

j 1 1 6 1
w3(t) = —~x2(t) = —wa2(t) = 6i-2 21t

Ahora ya estamos en disposicién de calcular la transformada de Fourier de x3(t), identificando
esta senal con g(t) en el enunciado de la propiedad de dualidad:

fO =eult) L gle) = 5o
g(t) = 5ty = 23(t) T 20 f(~w) = 2me*u(~w) = X3(w)

Por tltimo, tengamos en cuenta simplemente que zo(t) = 6jx3(t). Por lo tanto:

Xo(w) = 65 X3(w) = 12jme* u(—w)



3. La senal xz(t) = el se pasa por un filtro pasobajo continuo de ganancia unitaria y
frecuencia de corte w, = 27, dando como salida la senal z2(?).

a) Estudie si es posible muestrear las senales z;(t) y x2(f) con un tren de impulsos
equiespaciados sin cometer aliasing. En caso afirmativo, calcule el maximo periodo
de muestreo de cada una.

b) Se muestrea la senal z2(t) con un tren de impulsos equiespaciados a la frecuencia de
Nyquist, dando lugar a la senal z,(¢). Tras pasar por un conversor C/D, obtenemos
la senal discreta z[n]. Calcule analiticamente y dibuje las transformadas de Fourier
de z,(t) y de z[n].

c) La senal z[n] se procesa con un sistema LTI con funcién de transferencia H;(2) = j%,
siendo T el periodo de muestreo, dando lugar a la senal y4[n|. La senal y4[n] se pasa por
un conversor D/C y luego por el filtro de reconstruccién estdndar para la frecuencia
de muestreo considerada, dando lugar a la senal y,(¢). Calcule las transformadas de
Fourier de yy[n] y de ya(t).

d) Calcule y,(t) en funcién de zy(t).

Resolucion
Calculamos, en primer lugar, las transformadas de Fourier de z1(t) y de z2(t):
r1(t) = e tu(t) + eu(—t)

1 1 2
X = = == .
1) 1+jw+1—jw 1+ w?

La senal xo(t) es una versiéon pasobajo de x1(t):

Xo(w) = { T Wl <2
0 lw| > 2.

a) La senal z1(t) no es una senial de banda limitada en frecuencia. Por lo tanto, no va a ser nunca
posible muestrearla sin cometer aliasing. La senal z2(t), cumple que Xo(w) = 0 |w| > 27, por
lo que es de banda limitada, con frecuencia méaxima wy; = 27. Sera posible muestrearla con un
tren de impulsos sin cometer aliasing siempre y cuando se haga por encima de la frecuencia de
Nyquist. En este caso particular, la minima frecuencia de muestreo sera la frecuencia de Nyquist:

ws = 2wy =4, Thax = 5

b) Para este apartado, al trabajar a la frecuencia de Nyquist, asumimos la frecuencia y el periodo
de muestreo del apartado anterior: ws = 4w y T = % Partimos de la senal Xo(w):

2 XQ(CL))

=27 2T

Al muestrear con un tren de deltas, la sefial se replica en los multiplos enteros de la frecuencia
de muestreo y su altura se divide por T



Xp(w)
4
w
1 1
—4 =27 27 4
De forma analitica, la senal quedaria:
o0
Xp(w)=2 Y Xo(w—dnk)
k=—00

con Xo(w) como hemos definido antes. La senal X () serd un escalado de X,(w). Al no haber

aliasing:

De forma grafica

| |
-2 -7 T 27

Al pasar por el sistema discreto, la senal a la salida sera:

2520

Ya(2) = X(Q)Hg(Q) = T 202

Q] < .
Al pasar por el conversor D/C tenemos la senal muestreada continua Y),(w):

V@) =2 Y Yiw - deh)

k=—00

con

1+w?

2jw
w| <27
0 lw| > 27.
Al pasar por el filtro de reconstruccién (frecuencia de corte la mitad de la frecuencia de muestreo

y ganancia T), a la salida tenemos

1+w?

29wl < 27
Ya(w) = { 0 lw| > 27.

Es sencillo ver que
Yo (w) = jw Xo(w).

Aplicando las propiedades de la transformada de Fourier podemos ver que

_ dx(t)

Yya(t) at
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Halle la transformada Z de z[n], dibujando su diagrama de polos y ceros y especificando
su region de convergencia.

Obtenga la respuesta al impulso del sistema, h[n]. Estudie su memoria y su causalidad.

Calcule la salida del sistema, y[n], cuando la entrada es la descrita al principio del
enunciado.

Calcule la respuesta al impulso del sistema inverso, y la salida para ese sistema
inverso con una entrada z[n] = u[n] — u[n — 10].

Resolucion

)

La senal z[n] es una senal bilateral, y puede verse como una senal par desplazada en el tiempo,

z[n] = z1[n — 1], donde In|
e

Ahora, x1[n] se puede dividir en dos senales sencillas cuya transformada Z aparece en las tablas:

zi[n] = (i)nu[n] + (i) - u[-n—1] = (i)nu[n] + 4"u[—n — 1]

1 1
1—2271 1-4z71

Xl(Z) =

La convergencia del primer sumando requiere que |z| > %, mientras que la del segundo sumando
requiere que |z| < 4. Asi pues, la regién de convergencia de X;(z) es § < |z| < 4.

Finalmente, para obtener X(z), tenemos en cuenta que un desplazamiento en el tiempo es
equivalente a la multiplicacién en el dominio de la transformada Z por un factor z~"°. En nuestro
caso, entonces:

Zil 2’71

1— 2271 1 —4z1!

X(2) = X1(z)z7t =

La regién de convergencia sigue siendo i < |z| < 4.

Por tratarse de un sistema LTT estable (asi se indica en el enunciado), sabemos que la regién de
convergencia de H(z) ha de incluir la circunferencia unidad. Recordemos que

Esa expresién tiene un polo en infinito y otro en z = 1/4. Para incluir la circunferencia unidad,

es necesario que la regién de convergencia sea % < |z| < oo. Teniendo en cuenta esto se puede

calcular la transformada inversa observando ademds que H(z) = 222H;(z), con

1
H]_(Z) = ﬁ ,|Z| > 1/4

1_4

Recurriendo a las tablas, vemos que hi[n| = (i)n u[n], de modo que finalmente:

(n-2)
hin] = 2hy[n — 2] = 2 (i) un — 2],

El sistema asi descrito no es causal y tiene memoria.



¢) La salida del sistema que estamos buscando serd y[n] = z[n]* h[n]. Obviamente, serd mas sencillo
operar en el dominio de la transformada Z:

z7t 27t 222
V) = X@)HE) = <1 P s e
4 4

2z 2z

(1- iz_1)2 (1—4271) (1- L271)

1 _—
_ 822 ZZ 1 _, A n B
(1 B iZ‘I)Z 1—4z71 14271

En cuanto a la regién de convergencia de Y (z), sabemos que ha de ser la interseccién entre las
regiones de convergencia de X (z) y H(z), por lo que serd 3 < |z| < 4. Ademds, al estar Y (2)
formada por tres sumandos, sabemos que la regién de convergencia de cada uno debe ser tal que
su interseccion sea la regién de convergencia total. De este modo, y recurriendo las tablas:

1,-1 1 1 1\"
V() = el > 1 B il = n ()l
4
1 n
Ya(z) = ——rp. el <4 B2 pofn] = —4"ufn — 1]
1 1 1 1\"
V() = Tyl > 1 &5l = (3wl

Por fin, recomponiendo Y (z) obtenemos:

Y (2) = 822Y1(2) — AzYa(z) — B2Y3(2)

117!
yln] = 8yi[n+ 2] — Ays[n + 1] — Bys[n + 1]
1 n+2 1 n+1
— 8(n+2) (4> uln+2] + A4 y[—n — 9] — B (4) uln +1]
d) En el dominio de la transformada Z, calcular la respuesta al impulso del sistema inverso es
inmediato: _
1 1— 227 1 1
H_l = = 4 = — -2 - = _3
) =5 2.2 2° T §°

La transformada inversa para obtener la respuesta al impulso es también inmediata:
1 1
hi[n] = =6[n — 2] — =6[n — 3
0] = 58— 2] — S0 3]

Para calcular la salida de este sistema inverso cuando la entrada es la senal z[n], lo mas sencillo es
operar en el dominio temporal, porque convolucionar con deltas consiste simplemente en desplazar
la senal:
1 1 1 1
ofn] = 2fn] * h[n] = 2[n] * (5[n — o)~ o[- 3]) S A R
2 8 2 8
1

= §u[n —-2] - %u[n —-12] — %u[n — 3]+ éu[n —13]



