SISTEMAS LINEALES
EXAMEN DE JUNIO 2007. SOLUCIONES

1. (1 pt.) (Similar al problema 5-(c) de la hoja de ejercicios del Tema 5). La trans-
formada inversa viene dada por:
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= (n—1/3) = sinc(n — 1/3)

Noétese que en este caso no se puede hacer por las tablas, ya que la expresion que
alli aparece es

o[n — n| L emimo

donde ng ha de ser un nimero entero para que tenga sentido (y 1/3 no es un ntimero
entero). No es correcto por lo tanto plantear que x[n] = d[n — 1/3], ya que esta
funcién no estd definida para el caso discreto.

En segundo lugar se pregunta si X (£2) es periddica. Por definicién, la transformada
de Fourier de una senal de tiempo discreto es siempre periddica de periodo 2.

Algunos comentarios:

e No es correcto razonar que X (§2) es periddica por ser una exponencial compleja.
Seguiria siendo periddica si fuese cualquier otra senal.

e Se pregunta si X (£2) es periddica, no si z[n| es periddica.

2. (1 pt.) (Similar al problema 3-(i) de la hoja de ejercicios del Tema 3, pero esta vez
para el caso continuo). El problema es simplemente una convolucién:

y(t) = x(t) *h(t)
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3. (1 pt.) Lo demostraremos utilizando las propiedades de la Transformada de Fourier.
Una senal es par si cumple que

z[n] = x[—n]
y es real si cumple que
a[n] = z*[n]

Si hacemos la TF de las dos expresiones

Por la primera de las expresiones vemos que la senal es par (lo que queriamos de-
mostrar). Ademds se cumple que

es decir que X(—Q) = X*(—Q). Como la senal es par y X(Q2) = X(—Q), puedo
escribir

X(Q)=X"(Q)
con lo que queda demostrado que la senal es real.

4. (2.3 pt.) (Similar al problema 3-(f) de la hoja de ejercicios del Tema 4). El problema
estudia las series de Fourier.

(a) La senal en un periodo puede definirse como
() =1—1t 0<t<2

La transformada de Fourier de una senal real puede escribirse como

x()—co+2<2akcos —t Zbksm t)

k=1

donde ay, es la parte real de los coeficientes de la SF ¢, y b es la parte imagi-
naria. De aqui, se puede deducir que Ag = cp, Ay = —2Z{ci} v Br = 2R{ck}.
Los coeficientes de la serie de Fourier vienen dados por
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5. (2.1

Dado que es una sefial imaginaria pura, de aqui deducimos que

2
Bk:(), Akza

Y por ultimo calculamos cg
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Los coeficientes podrian haberse calculado usando la transformada de Fourier
de la senal aperiédica, con lo que estaria resuelto también el apartado siguiente.

La transformada de Fourier de la senal aperiédica puede hacerse de varias for-
mas. la primera de ellas es usando la integral (que es muy similar a la del
apartado anterior):
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La solucién podria obtenerse también a partir de la derivada de z(t) aplicando
propiedades.

La transformada de Fourier de una senal peridédica se define a partir de los
coeficientes de su serie de Fourier como

X(w) = Z 27eg0(w — kwo)
k=—00
= ) woXa(kwo)d(w — kwo)
k=—00

siendo ¢, los coeficientes obtenido en el apartado (a) y X,(w) la transformada
de Fourier del apartado (b). Ha de sustituirse wy por su valor, wy = 7.

pt.) Problema de transformada Z.

Para calcular la respuesta al impulso, h[n], debemos hacer la transformada
inversa. Para ello primero hacemos una expansién en fracciones simples:

B 1 1

C1—4zt 13271

Dado que nos indican que el sistema es estable, la ROC ha de contener el circulo
unidad. H(z) tiene un polo en 4 y uno en 3, por lo que la regién de convergencia
ha de ser |z| < 3. Tomando esta opcidn en la tablas, la transformada inversa
sera

hin] = —4"u[—n — 1] + 3"u[—n — 1]



(b) Por ser estable, el sistema va a tener TF. La transformada de Fourier la podemos
calcular a partir de la transformada z, sin més que hacer que z = ¢/
e 7%

B = 1 —7e=79% + 12e=2¢

(c) La senal de entrada se puede escribir como
aln] = (4/2e79/)" = zg
con lo que es una autofuncién de los sistemas LTI. EL valor a la salida sera
(41/2e—j/(7w))—1

— H(Z\Z" = 41/2 —3/(Tm) n
yln] (Z0) %o 1_7(41/2e_j/(7w))*1+12 (41/2e—j/(77r))2< ¢ )

Tenga en cuenta que x[n] NO tiene transformada de Fourier, por lo que el
problema no se puede resolver aplicando Fourier.

6. (2.6 pt.)

(a) Dado que la sefial en tiempo es z/(t) = 2%(t), en frecuencia sera

1
Xyv(w) = —X(w) * X(w)
27
La transformada de Fourier de z(t) se puede calcular directamente con las
tablas, y va a ser un pulso cuadrado:

_ 12 jw <A
X(‘*’)—{o w| > A

La convoluciéon de dos pulsos cuadrados serd un pulso triangular, con lo que
X (w) serd
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(b) Sin més que hacer la transformada inversa:
zo(t) = x(t) + iej“’ot
2m
Y separando parte real e imaginaria (teniendo en cuenta que z(t) es real)

xR, (t) = x(t) + % cos(wot)

1
xr,(t) = o sin(wot)



(c) Calculamos en primer lugar xyy, () (teniendo en cuenta que sin®¢ + cos?t = 1)
L Mj (t) = <R (t)2 + T, (t)Q
1 1
= (z(t)+ o cos(wot))? + (% sin(wot))?

= 2%(t)+ (COS(WOt)>2 | 2z(t) cos(wot) <sin(w0t)>2
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y su transformada de Fourier sera
1 1
X (w) = Xy(w)+ %(5((;)) + %X(w) % [0(w — wo) + d(w + wp)]
1 1 1
= Xu(w) + 5-0() + 5 X(w — w0) + 5= X(w +wo)
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(d) Para poder recuperar la senal se tiene que cumplir que la parte correspondiente
a Xpr(w) no se solape con la parte de X (w — wy), es decir

2A<wy— A = wy >34



