SISTEMAS LINEALES

EXAMEN DE JUNIO 2012. SOLUCIONES

1. Considere la senal z(t) = |sin(7t)|

(a) Obtenga su transformada de Fourier, X (w), y represéntela para |w| < 7.
(b) Calcule la potencia y la energia de x(t).

(c) Considere el sistema de la figura inferior, donde la transformada de Fourier de
la respuesta al impulso h(t) es:

[ 1, lw| < 57
H(w) _{ 0, |w|>5n

Determine la salida del sistema, z(t), siendo y(t) = 5= cos(2nt).

z(t)

(a) La senal x(t) = |sin(nt)|, por ser un seno rectificado, serd una senal periédica de periodo
T =1 (Noétese que sin(wt) seria de periodo 2). De este modo, wy = 2% = 2. Asi pues,
para hallar su transformada de Fourier necesitamos previamente encontrar su expresion en

serie de Fourier:
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Una vez que tenemos una expresién general para los coeficientes de Fourier, podemos
obtener la transformada de Fourier que, para una senal periédica, esta relacionada con
sus coeficientes:
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La transformada de Fourier resultante para |w| < 77w quedara:
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(b) Por ser una senal periddica, va a tratarse de una sefial de potencia, por lo que tiene energia
infinita. La potencia la calculamos:
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(c) Segtn el sistema propuesto en el enunciado, hemos de sumar una nueva senial a la senal
anterior, y a continuacién aplicar al resultado un sistema cuya respuesta al impulso cono-
cemos, en frecuencia. Podemos operar entonces en frecuencia, y comenzamos por calcular
la transformada de Fourier de la nueva senal, y(t):

y(t) = ?jiw cos(2mt) <2 Y (w) = ?:iﬂw [6(w — 27) + 6(w + 2m)]

Si llamamos w(t) = x(t) + y(t), dibujamos a continuacién los espectros de las senales y(t)
y w(t).
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Finalmente, al pasar por el filtro paso bajo con respuesta al impulso, en frecuencia, H (w),
sélo permanecen en la sefial resultante, Z(w), las componentes con frecuencia |w| < 5,
como se ve en la Figura 4.
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Para calcular z(t), sélo necesitamos calcular la transformada de Fourier inversa de la senal
Z(w):
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Z(w) =46(w) — i [0(w —4m) + 0(w + 4m)] &— 2(t) =

2. Responda a las siguientes cuestiones:

(a) Sea un sistema en tiempo continuo cuya salida y(t) se obtiene a partir de la
entrada z(t) mediante la siguiente férmula integral:
t 6 exp(—72 + 77 + t) H(lt/fT)Q
/ exp(m(t — 7)) + exp(nt — 7) + exp(n(t — 77))

y(t) = x(7)dr.
Calcule la respuesta al impulso, h(t), de dicho sistema.

Por definicién, la respuesta al impulso de un sistema es la salida de éste cuando su entrada
es el impulso unitario (delta de Dirac). Por tanto:
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o = [ t Sexp(—7* + 77+ )y 1t (r)dr
exp(m(t — 7)) + exp(nt — 7) + exp(n(t — 77))
1/4
~ exp(m(t — 0)) + exp(wt — 0) + exp(n(t — 7 - 0))
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(b) Calcule la transformada inversa de Fourier de tiempo discreto de la senal
X(Q):e_j% —-1<Q<7

(Es X(Q) una senal periédica? Justifique la respuesta. La transformada inversa
viene dada por:
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sin(m(n — 1/3))

= (0 1/3) = sinc(n — 1/3)
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Noétese que en este caso no se puede hacer por las tablas, ya que la expresién que alli aparece
es -
8[n — ng| «= e 7/mo

donde ng ha de ser un numero entero para que tenga sentido (y 1/3 no es un nimero
entero). No es correcto por lo tanto plantear que z[n] = d[n — 1/3], ya que esta funcién no
estéd definida para el caso discreto.

En segundo lugar se pregunta si X () es periédica. Por definicién, la transformada de
Fourier de una senal de tiempo discreto es siempre periddica de periodo 2.

Calcule la transformada inversa de Fourier de tiempo continuo de la senal

X<w>:[smc<w:>r
_ sine (w )

la transformada inversa de X (w) serd x(t) = x1(t) * x1(t). Dado que

Si definimos

Al

(ﬂ't

~—

sinc(t) =

podemos escribir

1 2sin(Aw) F-1 Loy<A
SRSEEETF NN E

La convoluciéon de dos pulsos rectangulares serd un pulso triangular de anchura doble y
altura el valor de la convolucion en el origen:

0, t<—24;
2A+t .
o(t) = iz, —2A <t <0
24—t ()<t < 24;
A4A2 = 9
0, t>2A.
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Noétese que el valor en el origen es 53.

3. Sea un sistema estable cuya funcion de transferencia es

()
(b)
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Calcule la respuesta al impulso del sistema

Justifique si existe o no la transformada de Fourier de la respuesta al impulso,
y en caso de existir calculela.



(c) Calcule la salida del sistema cuando la entrada es
z[n] = 42— 7em

(a) Para calcular la respuesta al impulso, h[n], debemos hacer la transformada inversa. Para
ello primero hacemos una expansién en fracciones simples:
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H(z)

Dado que nos indican que el sistema es estable, la ROC ha de contener el circulo unidad.
H(z) tiene un polo en 4 y uno en 3, por lo que la regién de convergencia ha de ser |z| < 3.
Tomando esta opcién en la tablas, la transformada inversa sera

hin] = —4"u]—n — 1] + 3"u[—n — 1]
(b) Por ser estable, el sistema va a tener TF. La transformada de Fourier la podemos calcular
a partir de la transformada Z, sin mas que hacer que z = e/
e 7%
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(c) La senal de entrada se puede escribir como
aln] = (4/2e79/™)" = 75
con lo que es una autofuncién de los sistemas LTI. EL valor a la salida sera
(41/2e—j/(7w))*1

— H(Z\Z" — 41/20-3/ )"
vl = B0 = /) T 12 (a2 (#2e75/)

Tenga en cuenta que x[n] no tiene transformada de Fourier, por lo que el problema no se
puede resolver aplicando Fourier.

4. El proceso fisico de la perfusion del Gadolineo en los tejidos puede verse como un
sistema LTI causal caracterizado por la siguiente ecuacién difencial:
de(t)
dt

= K7 - co(t) — Ke - c(t)

donde ¢,(t) es la senal de entrada (concentracién de Gadolineo en la sangre), c(t)
es la senal de salida (concentracién de Gadolineo en un tejido) y Kr y K. son dos
constantes reales positivas (tasas de transferencia sangre-tejido, y tejido-sangre). A
partir de la ecuacién diferencial se pide:

(a) Calcule la respuesta al impulso del sistema h(t). El sistema asi definido ;Es
estable?

(b) Calcule un sistema h;(t) tal que
h(t) = hi(t) = d(t)

(c) Argumente si es posible muestrear sin aliasing h(t) y hi(t) de acuerdo con el
teorema de Nyquist y, si asi fuera, dé el maximo periodo de muestreo para cada
una de las respuestas al impulso.



(d)

(e)

Se define una versién discreta de la ecuacién diferencial:
cln] —eln — 1] = Ky - ¢q[n] — K¢ - ¢[n]

Asumiendo que el sistema asi definido sigue siendo causal, calcule h4[n] e in-
dique si existe alguna restriccion en los parametros Ky y K. para garantizar su
estabilidad.

Calcule el ratio

E{n(t)}

Efhaln]}

donde E{h(t)} es la energia de h(t) y E{hg[n|} es la energia de h4[n]. (Asuma
estabilidad en los dos sistemas).

Er =

Este apartado es recomendable resolverlo aplicando la transformada de Laplace, ya que en
el enunciado se nos indica que se trata de un sistema causal, pero no sabemos si es estable.
Dado que la solucién va a terminar siendo estable, la salida de Laplace sera la misma que
la de un andlisis de Fourier. (Aunque a priori no sabemos si podemos utilizar Fourier.) De
todos modos, se ha considerado correcto cualquiera de los dos métodos.

La ecuacion diferencial en el dominio de Laplace queda

K
sC(s) = KrCu(s) — K.C(s) = (s + K )C(s) = KrCy(s) = C(s) = e j_sCa(s).
Con lo que la respuesta al impulso del sistema quedara:
K
H(s) =
(S) Ke + s

Y converge para R{s} > —K,. Dado que K, > 0, ele eje jw estd incluido en la RoC, y por
lo tanto el sistema es estable. La transformada inversa es directa a partir de las tablas:

h(t) = Kpe Ketu(t).

El sistema es estable puesto que su respuesta al impulso es absolutamente integrable:

La senal hj(t) es la respuesta al impulso del sistema inverso de h(t). El sistema inverso en
el dominio de Laplace seré:

1 1
H = K.
1 (8) H(S) KT ( + S)
Y usando las tablas calculamos su transformada inversa:
K. 1 do(t ( )
hi(t) = o(t .
1(t) e (t) +— o dt

Ninguna de las dos seniales h(t) y hi(t) son limitadas en banda: ni H(w) ni H;(w) se anulan
fuera de un rango determinado de valores de w. Por lo tanto, en ambos casos su frecuencia
maxima es infinita, y no es posible muestrear ninguna de ellas sin que se produzca aliasing.

Utilizando transformada Z, la ecuacién en diferencias se transforma en:
(1—2"HC(2) = K1Cy(2) — K.C(2)

y la respuesta al impulso sera
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y de nuevo la funcién de transferencia es un cociente de polinomios en z con un tunico polo
en z = H% Puesto que el sistema es causal, la ROC de H;(z) sera el exterior de la
e

circunferencia |z| = ﬁ, y la respuesta al impulso sera una exponencial a derechas:
€

haln] = —22 < ! >nu[n].

1+ K. \1+ K,

La estabilidad requiere que la ROC de H,(z) contenga la circunferencia unidad |z| = 1.
Puesto que la ROC es hacia afuera, necesitamos que 1/(1 + Ke) < 1, lo que implica que
K. > 0. Puesto que el enunciado nos dice ya que K. > 0 (nota: positivo significa K. > 0,
mientras que no-negativo significa K, > 0), la estabilidad no requiere ninguna condicién
adicional.

(e) Ya hemos comprobado que de hecho ambos sistemas son estables para cualquier valor
Kp, K. > 0. Calculamos la energia de h(t):

K%
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E{h(t)} = / t)[2dt = / K% exp(—2Kt)dt =

(la integral converge porque 2K, > 0). Calculamos la energia de hy[n|:
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(la serie converge porque K, >0 = 1/(1+ K.)? < 1). Y finalmente:

E{h(t)} K2 | 2K, K§+2Ke:1+&'

E —
7 Ef{halnl} ~ K2 ] (K2 +2K,) 2K, 2




