SISTEMAS LINEALES

EXAMEN DE SEPTIEMBRE DE 2008. SOLUCIONES

1. Calcule la convolucién de la senal z(t) con la respuesta al impulso h(t):
z(t) = e 2 u(t — 1) — u(t — 4)],

h(t) = e [u(l —t) —u(—1 —t)].
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2. La propiedad de desplazamiento temporal de una senal discreta nos dice que

X (Q)e7smo P x[n — n)

siendo n¢ un nimero entero.

(a) Estudie qué ocurre con z[n| si su transformada de Fourier X({2) se multiplica
por e’JQ’”O, siendo ahora ry un nuimero real:

X(Q)e 0 I g

(b) Demuestre que la solucién para el caso de ng entero es un caso particular de rg
real.

(a) (1.5 puntos). Se parte de la sefial Y(Q) = X (Q)e 70 = X(Q)H(Q). Dado que r no es
entero no puedo acudir a las tablas. Por lo tanto tengo que hacer la transformada de Fourier
usando la integral. De acuerdo con las propiedades

f_l

Siendo h[n] = F~H{H(Q)}. Calculamos h[n]:
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Luego
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X (Q)e 4o z x[n] * sinc(n — ro)

Nétese que no son aceptables soluciones del tipo x[n — rg], ya que en senales discretas sélo estd
definido un desplazamiento entero.



(b) (1.5 puntos). Si rg = ng es entero, la senal h[n| = sinc(n — ng) es una sinc desplazada. La
senal ha[n] = sinc(n) tiene una muestra de valor uno en el origen y sus ceros coinciden con los
enteros distintos de cero. Por lo tanto

sinc(n) = d[n]

La senal h[n] = sinc(n — rp) (s6lo si g es entero) sera por lo tanto la delta desplazada al punto
no, hin] = d[n — ng| y por lo tanto

x[n] * sinc(n — ng) = x[n] * d[n — ng| = x[n — ng)

. Estudie las propiedades de memoria, causalidad, invertibilidad, linealidad, estabili-
dad e invarianza en el tiempo del sistema dado por la relacién:

y[n] = /:m eI <81Sr11r(12(g}é)2)) < i :L‘[m}e_jﬂm> I dQ.
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Noétese que (por definicién)
oo

Z z[m]e 7 = X(Q)
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De aqui:
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= H(Q)X(Q)e’dO
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= FHHQ)X(Q)}

Luego y[n] es la transformada de Fourier inversa de un producto. De acuerdo con las propiedades,
esto es una convolucién:

yln] = x[n] * hin]
siendo h[n] la transformada inversa de

(@) = 2rert (S219/2)

Si aplicamos las tablas de transformadas y propiedades de la T. de Fourier, vemos que es un
pulso cuadrado desplazado:
2 =21 <n<-1
hln = { 0 resto

A partir de aqui, podemos deducir de manera simple las propiedades, empleando para ellos las
propiedades de los LTI:

e Por ser la salida una convolucién entre la entrada y una respuesta al impulso, el sistema es
LTI, y por lo tanto lineal e invariante.
e El sistema tiene memoria, ya que h[n] # kd[n].

e Dado que h[n] = h[nJu[—n — 1] el sistema es anticausal.



e El sistema es estable, ya que

> |h[n]| =21 x 27 < o0

n=—oo

e El sistema no es invertible, ya que H () tiene ceros (los ceros de la sinc) que al hacer
H()~! darfan lugar a polos.

4. En el siguiente problema se estudiara el efecto de una falta de sincronizacién en
la frecuencia de muestreo al reproducir una senal de audio digital. Para ello, se
parte de una senal sonora z,(t). Para evitar un posible aliasing, la senal se pasa
por un filtro pasobajo h(t) con frecuencia de corte w. = 27 x 2 10* (es decir, 20kHz).
La senal resultante x/(t) es muestreada con un tren de impulsos a la frecuencia de
Nyquist ws = wy, obteniendo asi la senal z[n], que es almacenada en un dispositivo
electronico.

(a) Dibuje la transformada de Fourier de las senales z(t), z7(t) y z[n]. (Etiquete
correctamente los ejes).

A la hora de reproducir la senal z[n] almacenada, por un error de sincronizacién
se asume una frecuencia de muestreo w;, = w;/2. Esta frecuencia se usard para
todo el proceso de interpolacién. La senal z[n] se pasa por un conversor de deltas
discretas a continuas (usando wy,), dando lugar a la senal z,,(t). A partir de esta
senal, mediante un proceso de interpolacién, se reconstruye la senal continua zy,(t).

(b) Dibuje la transformada de Fourier de la senal muestreada continua z,,(t) y de
la senal reconstruida z,(t).

(c) :Qué relacion existe entre x4, (t) y x4(t)?

(a) 1 punto. Supongamos que la senal x4(t) tiene una transformada de Fourier genérica, como

la que aparece en la figura inferior. Al pasarla por un filtro pasobajo, la sefial queda recortada
en frecuencia, tal y como se muestra en la figura, siendo A una altura genérica y w, = 2m x 2 10%.
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La senal se muestrea usando un tren de delta a la frecuencia de Nyquist, esto es, al doble de la
frecuancia maxima:

Ws = WN = 2w, = 87 104

Al muestrear con un tren de deltas, en frecuencia se duplica la sefial en los multiplos enteros de
la frecuencia de muestreo y se multiplica por 1/7, siendo T el periodo de muestreo
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La transformada de Fourier de la senal continua muestreada serd la siguiente:

Se nos pide la TF de la senal discreta z[n], es decir X (£2) que serd
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(b) A partir de X () el eje Q se divide por el periodo de muestreo, siendo ahora el periodo
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La altura no varia.
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Para recuperar la senal la pasamos por un filtro pasobajo con frecuencia de corte la mitad de la

frecuencia de muestreo y de ganancia 15, con lo que tenemos la senal

2A Xf 40))

(c) A partir de los dibujos se puede ver que

Xpy(w) = 2X4(w)

y aplicando propiedades
2, (t) = xp(t/2)

Es decir, la senal recuperada es una versién expandida de la senal original



