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@ ;Qué queremos hacer?
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Convergencia de las series de Fourier
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Introduccion

Idea Previa

@ Representacion de sefiales en funcidn de sefales basicas
@ Propiedades:

@ Senales basicas
@ Respuesta de LTI sencilla

@ Ejemplo: exponenciales complejas (autofunciones)

x(t)=e"—= LTI =y(t)=H(s)e"
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Introduccion

Ejemplo

x(t) = a1 €5 4 ape!
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Introduccion

x(t) = a1 €5 4 ape!

y(t) = a1 H(s1)e%'! + apH(sp)e%!
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Introduccion

Ejemplo

x(t) = a1 €5 4 ape!

y(t) = a1 H(s1)e%'! + apH(sp)e%!

x(t) = axe™!
K

y(t)=>_ axH(sk)e™!
k
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Introduccion

e Representacion de sefiales periddicas
@ Senfales perodicas armonicamente relacionadas
@ Determinacion de la Serie de Fourier
@ Series de Fourier de senales reales
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Senales periddicas

@ Periddica: x(t) = x(t+ T) vt

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Sistemas Lineales 7/19



Senales periddicas

@ Periddica: x(t) = x(t+ T) vt
@ Senales periddicas

armoénicamente relacionadas

w1

w2 ’ T2

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Sistemas Lineales 7/19



Senales periddicas

x,(0)

xAt)
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@ Periddica: x(t) = x(t+ T) vt
@ Senales periddicas
armoénicamente relacionadas

€ Q, i

w1
wp T>

eQ
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Senales periddicas

x,(0)

xAt)
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@ Periddica: x(t) = x(t+ T) vt
@ Senales periddicas

armoénicamente relacionadas
T

wzeQ,ﬁeQ

w1

@ Exponenciales:

jwq t ) on
Gt | — ST
T = KkTy = k2= k
{T:mT2:m12—7T —~mE@
w2
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Senales periddicas

@ Familia de sefales exponenciales armoénicamente
relacionadas:

or(t) = ekt = gk Ft | — 0, +1, 42, ...
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Senales periddicas

@ Familia de sefales exponenciales armoénicamente
relacionadas:

or(t) = ekt = gk Ft | — 0, +1, 42, ...
@ Combinacion lineal también periddico de periodo T

i 21 s e
Z c €Tt — Periddico
P
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Senales periddicas

@ Familia de sefales exponenciales armoénicamente
relacionadas:

i(t) = &0t — FFt k=0, 41,42, ...
@ Combinacion lineal también periddico de periodo T
Z c, &t _ Periédico
K

@ Serie de Fourier: Representacion de sefial periédica
usando exponenciales armonicamente relacionadas.
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Serie de Fourier

Espacio de sefales

@ Definimos un espacio.
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Serie de Fourier

Espacio de sefales

@ Definimos un espacio.
@ Famila de senales:

o(t) = eFFt k=0,+1,+2,. -

@ Distancia:

< x(1), y(1) >= 17/ x()y* (t)t

<T>
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Serie de Fourier

Espacio de sefales

@ Definimos un espacio.
@ Famila de senales:

o(t) = eFFt k=0,+1,+2,. -

@ Distancia:

< x(1), y(1) >= 17/ x()y* (t)t

<T>

@ ¢k(t)... ¢base?
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Serie de Fourier

@ Estudio de las senales

1 L
< ok(t),dm(t) > = = KEt gimEEt gy
T <T>
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Serie de Fourier

@ Estudio de las senales

1 D
<ot).on(t)> = + [ HFtemFig
<T>
oi(k—m)&Ft v
JT(k—m)&F |,
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Serie de Fourier

@ Estudio de las senales

1 o
< ok(t), om(t) > = = oKt g imZEt gy
<T>
oi(k—m)&Ft v
- =0
JT(k—m)&F |,

<olaul)> = ||4F
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Serie de Fourier

@ Estudio de las senales

1 o
< ok(t), om(t) > = = oKt g imZEt gy
<T>
oi(k—m)&Ft v
- =0
JT(k—m)&F |,

<olaul)> = ||4F

< ¢k(t), ¢m(t) >= 0 Ortogonalidad
||¢k(t)” = 1 Norma 1

} — Ortonormales
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Serie de Fourier

@ Estudio de las senales

1 o
< ok(t), om(t) > = = oKt g imZEt gy
<T>
oi(k—m)&Ft v
- =0
JT(k—m)&F |,

<olaul)> = ||4F

< ¢k(t), ¢m(t) >= 0 Ortogonalidad
||¢k(t)” = 1 Norma 1

} — Ortonormales

@ Forman una base |
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Serie de Fourier

Representacion de sefales
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Serie de Fourier

Representacion de sefales

@ Proyectamos senial periddica x(t) sobre la base

<x(t)h o> = + x(t)e F gt
T <T>
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Serie de Fourier

Representacion de sefales

@ Proyectamos senial periddica x(t) sobre la base

< x(1), ¢x(t) > 1 x(t)e kT gt
T <T>
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Serie de Fourier

Representacion de sefiales
@ Proyectamos senial periddica x(t) sobre la base

<x(B, () > = + x(t)e kT gt
T <T>

@ Construimos la serie:

11/19
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Serie de Fourier

Representacion de sefales

@ Proyectamos senial periddica x(t) sobre la base
1 4 2m
<x(1),ox(t) > = = x(t)e kT gt
T <T>
= Cy
@ Construimos la serie:
x(t) = Y Crok(D)
k=—o00
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Serie de Fourier

Representacion de sefales

@ Proyectamos senial periddica x(t) sobre la base
1 4 2m
<x(1),ox(t) > = = x(t)e kT gt
T <T>
= Cy
@ Construimos la serie:
x(t) = Y Crok(D)
k=—o00
= ) G
k=—c0
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Serie de Fourier

Serie de Fourier

@ Ecuacion de Analisis:

_1
T <T>

Cx x(t)e kT iqt

@ Ecuacién de Sintesis:

x(t)= Y CrelF!

k=—o00

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Sistemas Lineales



Serie de Fourier

Serie de Fourier

@ Ecuacion de Analisis:

1

— x(t)e kT iqt
T <T>
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Serie de Fourier

Serie de Fourier

@ Ecuacion de Analisis:

1

— x(t)e kT iqt
T <T>

Ck
@ Ecuacién de Sintesis:

x(t)= Y CrelF!

k=—o00

A A A A
Yo VT v
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Serie de Fourier

Serie de Fourier

@ Ecuacion de Analisis:

1

— x(t)e kT iqt
T <T>

Ck
@ Ecuacién de Sintesis:

x(t)= Y CrelF!

k=—o00

A A A A
v v

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Sistemas Lineales



Serie de Fourier

Serie de Fourier

@ Ecuacion de Analisis:

1

— x(t)e kT iqt
T <T>

Ck
@ Ecuacién de Sintesis:

x(t)= Y CrelF!

k=—o00

A A A A
v T v
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Serie de Fourier

Ejemplo 1

Serie de Fourier de un tren de pulsos rectangulares

X(t)

1 1

-T2 -h T TR !
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Serie de Fourier. Senal Real (1)

Senfal real: x(t) = x*(t)
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Serie de Fourier. Senal Real (1)

Senfal real: x(t) = x*(t)

ci— 1 X (1)t = 1 / x(H)e 1 =RF gt = ¢,
TJ<rs TJ<rs

x(t) = Z Cre !

k=—00
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Serie de Fourier. Senal Real (1)

Senfal real: x(t) = x*(t)

ci— 1 X (1)t = 1 / x(H)e 1 =RF gt = ¢,
TJ<rs TJ<rs

A

x(t) = Z Cke/k Ti= Co—l—ZCkGIkT + Z Cre kht
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Serie de Fourier. Senal Real (1)

Senfal real: x(t) = x*(t)

ci— 1 X (1)t = 1 / x(H)e 1 =RF gt = ¢,
TJ<rs TJ<rs

A

x(t) = Z Cke/k Ti= Co—l—ZCkGIkT + Z Cre kht

k=—00 k=—o0

= Cp+ Z [Cke"kz%’ + C_kefjkz%t}
k=1
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Serie de Fourier. Senal Real (1)

Senfal real: x(t) = x*(t)

ci— 1 X (1)t = 1 / x(H)e 1 =RF gt = ¢,
TJ<rs TJ<rs

A

x(t) = Z Cke/k Ti= Co—l—ZCkGIkT + Z Cke/kht

k=—00 k=—o0

= Cp+ Z [Cke/kz%t + C_kefjkz%t} = Cp + ZZR {Cke"kz%t}
k=1 k=1
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Serie de Fourier. Senal Real (1)

Senfal real: x(t) = x*(t)

ci— 1 X (1)t = 1 / x(H)e 1 =RF gt = ¢,
TJ<rs TJ<rs

A

x(t) = Z Cke/k Ti= Co—l—ZCkGIkT + Z Cke/k%t

k=—00 k=—o0
= G —I—Z [Cke/kz%t—l- C_kefjkz%t} = Co—I—ZZR{Ckeikz%t}
k=1 k=1
_ | ak+jbx
i { rkefek
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Serie de Fourier. Senal Real (2)

> ; or
x() = Co+2Y RS Crefll o =2
o 22 R {Ge) w=F
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Serie de Fourier. Sefal Real (2)

> ; or
x() = Co+2Y RS Crefll o =2
o 22 R {Ge) w=F

Serie de Fourier de senales reales

Qo Ck:ak+jbk

x(t)=Cop+2 i (ak cos (kwot) — by sin (Kwot))
k=1
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Serie de Fourier. Sefal Real (2)

> ; 2m
_ kwot _
X(t)—Co+2kE_1'R{Cke/ } wO—fT
Serie de Fourier de senales reales

Q Ck = ax +jbx

x(t)=Co+2  (axcos (kwot) — by sin (kwot))
k=1
Q Cx = rke%

x(t)=Co+2  rkcos (Kwot + bk)
k=1
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Introduccion

e Convergencia de las series de Fourier
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Convergencia de las Series de Fourier

Error de aproximacion

@ ;Podemos representar funcién discontinua usando
funciones continuas?
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Convergencia de las Series de Fourier

Error de aproximacion

@ ;Podemos representar funcién discontinua usando
funciones continuas?

@ Aproximacién mediante serie finita

N
v = Y ok

k=—N
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Convergencia de las Series de Fourier

Error de aproximacion

@ ;Podemos representar funcién discontinua usando
funciones continuas?

@ Aproximacién mediante serie finita

N
v = Y ok
- N

@ Error: en(t) = x(t) — Xn(1).
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Convergencia de las Series de Fourier

Error de aproximacion

@ ;Podemos representar funcién discontinua usando
funciones continuas?

@ Aproximacién mediante serie finita

N
v = Y ok
=N
@ Error: en(t) = x(t) — Xn(1).
® Medida: MSEy = + [_. [en()[?dt
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Convergencia de las Series de Fourier

Error de aproximacion

@ ;Podemos representar funcién discontinua usando
funciones continuas?

@ Aproximacién mediante serie finita

N
v = Y ok
=N
@ Error: en(t) = x(t) — Xn(1).
® Medida: MSEy = + [_. [en()[?dt
@ Mejor aproximacion: Coef. de la serie de Fourier. problemas.e6
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Convergencia de las Series de Fourier

Error de aproximacion

@ ;Podemos representar funcién discontinua usando
funciones continuas?

@ Aproximacién mediante serie finita

N
v = Y ok
=N
@ Error: en(t) = x(t) — Xn(1).
® Medida: MSEy = + [_. [en()[?dt
@ Mejor aproximacion: Coef. de la serie de Fourier. problemas.e6
@ En el limite:

lim MSEy =
Nlnoo SN s
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Convergencia de las Series de Fourier

1
Energia finita en un periodo: —/ |x(t)2dt < oo
T <T>
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Convergencia de las Series de Fourier

1
Energia finita en un periodo: —/ |x(t)2dt < oo
T <T>

V.

Condiciones de Dirichlet

@ Absolutamente integrable en un periodo

1
- ()] dt < oo
T <T>
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V.

Condiciones de Dirichlet

@ Absolutamente integrable en un periodo Q x(t) = 17
1 c<t<
= Ix(1)|dt < oo
T <T>
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Convergencia de las Series de Fourier

1
Energia finita en un periodo: —/ |x(t)2dt < oo
T <T>

V.

Condiciones de Dirichlet

@ Absolutamente integrable en un periodo Q x(t) = 17
1 c<t<
= Ix(1)|dt < oo
T <T>

@ Variacién de x(t) en un intervalo finito
acotada. (Num. finito de max y min.)

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Sistemas Lineales 18/19



Convergencia de las Series de Fourier

1
Energia finita en un periodo: —/ |x(t)2dt < oo
T <T>

V.

Condiciones de Dirichlet

@ Absolutamente integrable en un periodo Q x(t) = 17
1 c<t<
= Ix(1)|dt < oo
T <T>

Q x(t) =sin (28),

@ Variacion de x(t) en un intervalo finito
c<t<

acotada. (Num. finito de max y min.)
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Convergencia de las Series de Fourier

1
Energia finita en un periodo: —/ |x(t)2dt < oo
T <T>

V.

Condiciones de Dirichlet

@ Absolutamente integrable en un periodo Q x(t)= 17
1 c<t<
= |x(t)]dt < oo
T <T>

Q x(t) =sin (28),

@ Variacion de x(t) en un intervalo finito
c<t<

acotada. (Num. finito de max y min.)

© Num finito de discontinuidades en un
perido.
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Convergencia de las Series de Fourier

1
Energia finita en un periodo: —/ |x(t)2dt < oo
T <T>

V.

Condiciones de Dirichlet

@ Absolutamente integrable en un periodo Q x(t)= 17
1 c<t<
= |x(t)]dt < oo
T <T>

Q x(t) =sin (28),

@ Variacion de x(t) en un intervalo finito

acotada. (Num. finito de max y min.) c<t S 1
© Num finito de discontinuidades en un o Escalon
decreciente

perido.
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Convergencia de las Series de Fourier

Tipos de convergencia

@ Periddica sin discontinuidades: Igual punto a punto

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Sistemas Lineales



Convergencia de las Series de Fourier

Tipos de convergencia

@ Periddica sin discontinuidades: Igual punto a punto

©@ Numero finito de discontinuidades en T: energia de la
diferencia cero.
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Convergencia de las Series de Fourier

Tipos de convergencia
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Fenémero de Gibbs
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