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SOLUCION PROBLEMAS DEL EXAMEN JUNIO 2003

a.1) En la siguiente figura se puede ver la senal g(t) = A (%)
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a.2) La transformada G(f) es inmediata y vale:

G(f) = Tsinc®(fT)
En la siguiente figura se puede ver dicha transformada:
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a.3) La densidad espectral de energia viene dada por:

Ty(f) = |G(f)]* = T?sinc* (fT)
En la siguiente figura se puede ver esta densidad espectral de energia:
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b.1) La senal z(t) = g(t) cos(2mf.t) es esencialmente de banda estrecha por lo que estd li-
mitada en banda. En ese caso su transformada de Hilbert es inmediata y viene dada
por:

(£) = g(t) sin(2r fut) = A (;) sin(27 £.4)

b.2) La senal analitica positiva viene dada por:

=

i (t) = x(t) + ja(t) = g(t) cos(2m ft) + jg(t) sin(2 f.t)
= g(t)[cos(2m.t) + sin(2 )] = g(t) exp(y2f.t) = A () exp(i2nfet)

La transformada X (f) se puede determinar facilmente usando la propiedad de des-
plazamiento frecuencial:

Xi(f) = G(f = fo) = Tsin®|(f — fo)T]
En la siguiente figura se puede ver este espectro:

X4(f)
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b.3) La envolvente compleja viene dada por:

(1) = 7. (1) exp(—j2n1.8) = g(t) expli2nf.t) expl(—j2nft) = o(t) = A 7))

La transformada es entonces:

X(f) = G(f) = Tsinc*(fT)
Esta transformada se puede ver graficamente en el apartado a.2).

b.4) La envolvente compleja se puede poner como:

B(t) = we(t) + js(t)

por lo que las componentes en fase y cuadratura son:

Sus transformadas son:

Xc(f) = G(f) = Tsinc*(fT)

La transformada de la componente en fase se puede ver graficamente en el apartado
a.2).

c.1) En la siguiente figura se puede ver graficamente la senal z,(t):
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c.2) La senal x,(t) es periddica con periodo Tj y frecuencia fundamental f, = 1/7}. Los
coeficientes de su serie compleja de Fourier viene dados por:

o= 7:X () = hX(ns)

siendo X (f) la transformada de Fourier de la senal generadora xz(t) de la senal x,(t).
La senal x(t) = g(t) cos(2m f.t) tiene como transformada:

T T
X(f) = gsine((f = fT] + 5sin((f + [)T)
Por lo que los coeficientes de la serie compleja de Fourier de x,(t) son:

= L5 [nfy — FIT] + 23 5inc (nfo + £)T)

Finalmente la densidad espectral de potencia viene dada por:

o0

Swp(f): Z |Cn’25(f—nfo)

n=—oo

T2f0

Z {sinc*[(nfo — fo)T] + sinc®[(nfo + fo)T1}?0(f — nfo)

n=—oo



a)

b)

El filtro IF equivalente ideal viene dada por la siguiente figura:
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La densidad espectral de ruido a la salida de este filtro viene dada por:

Snie(f) = Sn(HHir(f)I?

En la siguiente figura se puede ver graficamente:
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Si la senal portadora generada localmente en el receptor es cos(27 f..t), siendo f. = 200
KHz la frecuencia de la portadora, la senal a la salida del receptor viene dada por:

iAcm(t) + ;nc(t) cos(mWt) — ;ns(t) sin(7W't)
siendo A, la amplitud de la portadora utilizada en el transmisor, m(t) la sefial mo-
duladora, W = 6 KHz el ancho de banda de la senal moduladora y n.(t) y ns(t) las
componente en fase y cuadratura del ruido a la salida del filtro IF equivalente. El primer
término de la senal y(t) corresponde a la componente de senal a la salida que depende
de la amplitud de la portadora A. utilizada en el transmisor y de la senal moduladora
m(t). El segundo y tercer término de la senal y(t) corresponde a la componente de ruido
a la salida que depende de las componentes en fase n.(t) y cuadratura ng(t) del ruido
a la salida del filtro IF equivalente y del ancho de banda W de la senal moduladora.

y(t) =



La potencia de la componente de senal a la salida del receptor viene dada por:

A2P
Pg, = —=
% 16
siendo P la potencia de la sefial moduladora m(t). La potencia de la componente de

senal a la entrada del receptor viene dada por:

A%p
por lo que:
Pq
PSO pr 41

Tomando logaritmos:

Entonces:

Ps,(dBm) = Ps,(dBm) — 101log,y 4 = 45 dBm — 6 dB = 39 dBm

Como la densidad espectral de potencia del ruido a la salida del filtro IF equivalente no
es simétrica con respecto a la frecuencia central £(f. + W/2), las componente en fase
n.(t) y cuadratura ng(t) no son independientes por lo que no se cumple la propiedad
de superposicién de potencias ni de densidades espectrales de potencia.

La componente de ruido a la salida del receptor es:
1 1 .
no(t) = inc(t) cos(mWt) — ins(t) sin(mrWt)

Vamos a determinar en primer lugar la funcién de autocorrelaciéon de este ruido para
posteriormente determinar su densidad espectral de potencia tomando transformada
de Fourier:

Ry (7) = E{no(t)no(t — 7)) = iE{[nc(t) cos(rIWE) — na(t) sin(x VL))

‘et — 1) cos|[mW (t — 7)) — ng(t — 7) sin[rW (t — 7)]]}
1

4RNC(T){COS(7TW25) cos[mW (t — 7)] + sin(xWt) sin[r W (t — 7)]}

+leNcNS(T){SiD(7TWt) cos[tW (t — 7)] — cos(nWt) sin[t W (t — 7)]}

1 1
= ZRNC(T) cos(mWr) + ZRNCNS(T) sin(7 W)



siendo Ry, (7) la autocorrelacién de la componente en fase y Ry.n,(7) la correlacién
cruzada de la componente en fase y la componente en cuadratura. Ademas se ha utili-
zado la igualdad Ry, (7) = Ry, (7), siendo Ry, (7) la autocorrelacién de la componente
en cuadratura, y Ry.n,(7) = —Rn,n.(7) siendo Ry, n.(7) la correlacion cruzada de la
componente en cuadratura y la componente en fase.

Tomando transformadas de Fourier la densidad espectral de potencia de la componente
de ruido a la salida del receptor vale:

o= 50 (5= (1 )] & v (1=%) =0 1+ )]

S, () Sng, ()

La expresion de la densidad espectral de potencia de la componente en fase viene dada
por:

SNIF(f_fc_%)—f‘SNIF(f—l—fc—i—%) |f‘<%
Sne(f) =

0 en el resto

y la expresion de la densidad espectral de potencia cruzada:

i1Sne (f+ fet %) = Snpe (F = fe=5)] 1f1< ¥
SNch(f) =

0 en el resto

La determinacién de las distintas densidades espectrales se puede hacer de forma sencilla
graficamente. En la siguiente figura podemos ver la densidad espectral de potencia de
la componente en fase:

Sy () [W/HZ]
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En la siguiente figura podemos ver la densidad espectral de potencia cruzada:

Syng(f /1 [WiHZ]

= f(KHz)

En la siguiente figura podemos ver la densidad espectral de potencia Sy, (f):

Sy () [W/Hz]
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En la siguiente figura podemos ver la densidad espectral de potencia Sy, (f):
Sy (H [W/HZ]
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Finalmente en la siguiente figura podemos ver la densidad espectral de potencia de la
componente de ruido a la salida:

S\ () [W/HzZ]
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= f(KHz)

e) La potencia de ruido a la salida, corresponde al area debajo de la densidad espectral
de potencia de la ultima figura:

Py,

0

w
= / Sy, (f)df =12-10°-25-107% -2-10*-2,5-107 "
-W

=3-107*=5-107" = 0,2995 mW

Pasando los mW a dBm se obtiene una potencia de ruido a la salida de —5,236 dBm.

f) La SNR utilizando unidades logaritmicas viene dada por:

SNR(dB) = Ps,(dBm) — Py, (dBm)
— 39 dBm — (—5,236 dBm) = 44,215 dB



Para el pulso con forma de sinc el ancho de banda viene dada por:

1 R
B = — = —
=91 ™ 2

Para el pulso con espectro en coseno alzado con p =1 el ancho de banda es:
B == 2BT == R

La densidad espectral de potencia a la salida del filtro paso bajo viene dada graficamente
por:

S0

No/ 2

Por lo que la varianza o potencia del ruido a la salida del filtro es:

N,
02:23-70:BN0:RN0

La potencia de pico del simbolo 0 es:

Poty = (—10A)* = 100A>

la potencia de pico del simbolo 1 es:

Pot, = (8A4)% = 64A*
y la potencia de pico del simbolo 2 es:
Poty = (10A)? = 100A?
Puesto que los simbolos son equiprobables se tiene que la potencia de pico media es:

Pot = Prob(0)Poty + Prob(1)Pot, + Prob(2)Pot,

264 A2
0 = 88 A2

1
= g[100A2 + 644 + 1004%] =



d)

Si se transmite el simbolo 0, la variable X a la entrada del decisor es:
X=-10A+N

siendo N una muestra del ruido a la salida del filtro paso bajo. La variable X es Gaus-
siana con media —10A y varianza RN, por lo que su funcién densidad de probabilidad
es:

1 (r 4+ 10A)?
Txiol@) = g oxp <_ 9RN, )

En este caso se comete error siempre que X > —A por lo que la probabilidad de error
viene dada por:

P., = Prob(X > —-A/0) = /o: Ixyo(x)dx (37+10A)Q> dx

1 00
~ V2rRN, /—A P (_ 2RN,

Haciendo el cambio de variable:

_r+ 10A
~ V2RN,
se tiene:
Po=— [, ep(-)d
= —— exp(—z7)dz
ToVm A
ya que:
fo(w) = = [ exp(—2)d
erfc = — exp(—z*)dz
Ve P
entonces:

P = }erfc i
) V2RN,

Si se transmite el simbolo 1, la variable X a la entrada del decisor es:
X=8A+N

La variable X es Gaussiana con media 8 A y varianza RN, por lo que su funcién densidad
de probabilidad es:

- 1 (r —8A)?
Pen(@) = g o <_ 2RI, )



En este caso se comete error siempre que X < —A 6 X > 9A por lo que la probabilidad
de error viene dada por:

P. = Prob(X < —A/1) + Prob(X > 94/1) = [ :‘ Fxp(x)da + /9 :O Fxp(z)do

11 12

Por simetria la integral I; coincide con la ya calculada para el simbolo 0. Para Iy se
tiene:

T _1/ooex _M dr
27 J2rRNg Joa TP 2RN,

Haciendo el cambio de variable:

se tiene:

1 A
exp(—2z%)dz = —erfc ()

1 fe'e)
v 7
SR~ 4 2 2RN,

v/2RN

Juntando I; e I se tiene que:

P =1+1 = 1erfc o4 + }erfc A
e LT R2T V2RN, 2 V2RN,

Si se transmite el simbolo 2, la variable X a la entrada del decisor es:

X =10A+ N

La variable X es Gaussiana con media 10A y varianza RN, por lo que su funcién

densidad de probabilidad es:

o (2 — 10A4)2
Pxral®) = g P <_ 2RI, )

En este caso se comete error siempre que X < 9A por lo que la probabilidad de error
viene dada por:

94
P., = Prob(X <9A4/2) = Ix/2(x)dx

Por simetria esta integral es igual a la integral I, ya calculada para el simbolo 1,
entonces:

P 1 ¢ A
e, = merfc | ——=—
2 V2RNy



Puesto que los simbolos son equiprobables se tiene que la probabilidad de error media
es:

P. = Prob(0)P., + Prob(1)P., + Prob(2)P.,

1 9A 1 1
—erfc + —erfc + —erfc

:;[Qerfc<\/m>+2 (\/%) 5 (m)i (\/%Noﬂ

A

1 ¢ 9A n 1 ¢ A
= —erfc | ————= —erfc
3 V2RNy 3 V2RNy

No se han elegido de forma 6ptima los niveles de amplitud ya que el simbolo 0 esta mu-
cho mas separado del simbolo 1 que éste del simbolo 2, por lo que la probabilidad de que
el decisor se confunda entre estos dos ultimos es muy elevada. La probabilidad de error
disminuye siempre que los niveles que representan los simbolos estén equiespaciados y
lo mas separados que sea posible.

Para el caso M = 3 la situacién éptima (minima probabilidad de error dada una
potencia media de pico) es elegir unos niveles de amplitud simétricos respecto al origen
como se muestra en la siguiente figura:

SIMBOLO UMBRAL SIMBOLO UMBRAL SIMBOLO
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siendo K un factor que es necesario determinar. En esta situacién la potencia media
de pico viene dada por:

Pot = Prob(0)Poty + Prob(1)Pot, + Prob(2)Poty

1 2K2A?
- g[K2A2 +0+K2A2] - T

Si queremos que la potencia se mantenga constante la igualamos a la que teniamos
antes que era 88A42% y despejamos K:

2K2A*
3

La amplitud para el simbolo 0 es —21/33, para el simbolo 1 es 0 y para el simbolo 2 es
24/33. Ahora se puede determinar la probabilidad de error media obteniéndose:

=884 = K?=132 = K =2V33

que es siempre mucho menor que la de antes.



