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PROBABILIDAD.

Ademads de las senales deterministicas, otro tipo de senales que siempre aparecen en los sistemas de
comunicaciones son las senales aleatorias. La senal de informacién, una interferencia en el canal o el
ruido en un receptor son tres ejemplos de senales aleatorias. La senal de informacion tiene pulsos de voz
de duracion aleatoria y posicién aleatoria. La senal interferente serd debida a la presencia cercana de otros
sistemas de comunicaciones. La senal de ruido en el receptor sera debida al ruido térmico en resistencias y
componentes del receptor.

Por lo tanto la senal recibida va ser una sefial con varias componentes aleatorias. Aunque no es po-
sible describir este tipo de senales con una expresion matemadtica, se pueden utilizar sus propiedades
estadisticas. La disciplina matemaética que trata de las medidas estadisticas se denomina teoria de la
probabilidad.

Una forma de aproximarse a la nociéon de probabilidad es a través del fenémeno de regularidad es-
tadistica. Hay muchas situaciones en la naturaleza en las que podemos predecir lo que va a ocurrir a partir
de la experiencia previa en términos promediados, pero no de forma exacta. Cuando la situacién se repite
muchas veces podemos determinar un patrén de resultados. Para ello se puede proceder como sigue:

1. Prescripcién de un experimento bésico.
2. Especificar todos los posibles resultados de ese experimento.

3. Repetir el experimento un nimero muy grande de veces, n, bajo condiciones idénticas y observar los
resultados.

Si considero uno de los posibles resultados del experimento, el evento A. Supongamos que en n intentos, el
evento A ocurre n 4 veces. Al evento A se le puede asignar un nimero no negativo denominado probabilidad
de ocurrencia dado por la ecuacién (1.1).

P(A) = lim (n—A) (1.1)

El evento cierto es aquel para el que n4 = n. La probabilidad del evento cierto es la unidad. El evento
imposible es aquel para el que ny = 0. La probabilidad del evento imposible es cero. Por lo tanto la
probabilidad de ocurrencia cumple la ecuacién (1.2).

0<P(A) <1 (1.2)

Consideremos un experimento basico con N posibles resultados Ai, As, ..., Ag, ..., Ay que son mu-
tuamente exclusivos. La probabilidad de todos los eventos Ay cumple la ecuacién (1.3).
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N
> P(A) =1 (1.3)

k=1

En la préactica nos debemos ocupar del resultado de varios experimentos bésicos. Por lo tanto hay que
extender la definicién de probabilidad a probabilidad conjunta de dos o m&s eventos. Hacemos un
experimento y queremos examinar la ocurrencia del par de eventos A y B en ese orden.

Sea nap el numero de veces que aparece el evento conjunto (A, B) de un total de n intentos. La
probabilidad conjunta de A y B viene dada por la ecuacién (1.4).

P(A,B) = lim (”LB) (1.4)

n— o0 n

Si en n intentos A ocurre ny veces y B np veces, debido a que el evento conjunto (A, B) es primero A
y luego B, se sigue que n4 debe incluir nap. Es decir se cumple la ecuacién (1.5).

0< MAB o (1.5)
na

La relacion ’%f representa la frecuencia relativa de ocurrencia del evento B dado que haya ocurrido A.
Para n grande ”T;‘%f define la probabilidad de que ocurra B dado que haya ocurrido A. Esto se denomina
probabilidad condicional y viene dada por la ecuacién (1.6).

naAB
P(BJA) = lim (,;; >: 1fm (”’w) (1.6)
n—oo —4a n—oo na

n

A partir de la ecuacién (1.6) se pueden deducir las expresiones de la ecuacién (1.7). Por lo tanto la
probabilidad conjunta de dos eventos se puede expresar como el producto de la probabilidad condicional
de un evento dada la ocurrencia del otro por la probabilidad de que ocurra este ultimo.

pB/A) = L I(D‘?j)
P(A,B) = P(BJA)P(A)
P(A,B) = P(A/B)P(B) (1.7)

De las expresiones de la ecuacién (1.7) se puede llegar a la ecuacién (1.8) que se denomina teorema de
Bayes y que nos va a permitir calcular P(B/A) sabiendo P(A), P(B) y P(A/B).

P(A/B)P(B)

P(B/A) = =5

(1.8)

Si la probabilidad de que ocurra B condicionado a que haya ocurrido A es igual a la probabilidad de que
ocurra B, es decir si se cumple la ecuacién (1.9), se sigue que la probabilidad conjunta de que ocurra (A, B)
es igual al producto de probabilidades de A y B, se cumple la ecuacién (1.10). En este caso también se
cumple que la probabilidad de que ocurra A condicionado a que haya ocurrido B es igual a la probabilidad
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de A, segin la ecuacién (1.11). La ocurrencia de un evento no nos dice nada sobre la ocurrencia del otro.
Se dice entonces que los eventos A y B son estadisticamente independientes.

P(B/A) = P(B) (1.9)

P(A,B) = P(A)P(B) (1.10)

P(A/B) = P(A) (1.11)






VARIABLES ALEATORIAS.

2.1 UNA VARIABLE ALEATORIA.

Es conveniente asociar a un experimento un espacio y a los posibles resultados puntos de ese espacio.
A cada resultado bésico se le puede asociar un punto denominado punto muestra, denotado por s. La
totalidad de los puntos muestra, {s}, que corresponde a la agregacién de todos los posibles resultados del
experimento se denomina espacio muestra y se denota por S. Un evento corresponde a un punto del
espacio o un conjunto de puntos.

Es dtil utilizando el espacio muestra, pensar en el resultado de un experimento como una variable
aleatoria que puede tomar cualquier valor del espacio muestra que va a ser determinado por el experimento.
Una funcién cuyo dominio de definicién es un espacio muestra y cuyo rango es los ntmeros reales se
denomina variable aleatoria del experimento. Cuando el resultado de un experimento es s, la variable
aleatoria se denota por X (s) o simplemente X.

Se denomina variable aleatoria discreta como aquella variable aleatoria que puede tomar Unicamente
un numero contable de nimeros reales. Si la variable aleatoria puede tomar cualquier valor de un intervalo
es una variable aleatoria continua.

Hace falta una descripcién probabilistica de las variables aleatorias que funcione tanto para variables
aleatorias discretas como para continuas. Sea la variable aleatoria X y consideremos la probabilidad del
evento X < z, es decir, P(X < z). Esto puede hacerse una funcién de la variable z segin la ecuacién
(2.1). Esta funcién se denomina funcién de distribucién acumulativa o funcién de distribucién de
la variable X.

Fx(z) = P(X <) (2.1)

La funcién de distribucién es una funcién de la variable independiente x no de la variable aleatoria X.
Sin embargo, depende de qué variable aleatoria se esté considerando y por ello se pone X como subindice.
Para cada valor de z, Fx(z) expresa una probabilidad. Esta funcién tiene las siguientes propiedades que
se deducen directamente:

1. La funcién de distribucién Fx(x) estd acotada entre 0y 1.

2. La funcién de distribucién Fx(z) es mondtona no decreciente en z, es decir se cumple la ecuacién
(2.2).

Fx(z1) < Fx(x2) six) < 22 (2.2)
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Una funcién alternativa que define la variable aleatoria es la derivada de la funcién de distribucién que
se denomina funcién densidad de probabilidad y viene dada por la ecuacién (2.3).

de(J})

Ix(a) = =52 (23)

Integrando la expresion (2.3) se puede calcular la funcién de distribucién a partir de la funcién densidad
de probabilidad segun la ecuacién (2.4).

F(e) = [ " (e (2.4)

El nombre de densidad de probabilidad viene del hecho de que la probabilidad del evento z; < X < x9
sea la de la ecuacién (2.5).

Plx1 < X <x9) = P(X <uz9)—P(X <z1)=Fx(z1)— Fx(z2)

fx(§)d¢ (2.5)

1

Ya que resulta que Fx(oo) = 1 corresponde a la probabilidad del evento cierto y Fix(—o0) = 0 con la del
evento imposible, se sigue la ecuacién (2.6).

/_ T (©de =1 (2.6)

Debido a que Fx(z) es mondtona no decreciente su derivada es siempre mayor o igual que cero. Una
funcién densidad de probabilidad es una funcién no negativa cuya area debajo de su curva es unidad.

2.2 VARIAS VARIABLES ALEATORIAS.

A menudo el resultado del experimento requiere es uso de varias variables aleatorias. Consideremos el
caso de dos variables aleatorias. Después se podria extender a cualquier niimero de variables aleatorias.

Consideremos las variables aleatorias X e Y. Se define la funcién de distribucién conjunta Fx y (z,y)
como la probabilidad de que la variable aleatoria X sea menor o igual que = y que la variable aleatoria Y sea
menor o igual que y. Las variables aleatorias X e Y pueden ser dos variables aleatorias de una dimensién
separadas o las componentes de una variable aleatoria de dos dimensiones. En cualquier caso, el dominio
de definicién es el plano  —y. La funcién de distribucién Fx y (z,y) es la probabilidad de que el resultado
del experimento esté en el cuadrante rayado que puede verse en la figura 2.1. La funcién de distribucién
conjunta viene dada por la ecuacién (2.7).

Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y) (2.7)

La funcién de distribucién conjunta al venir definida a partir de la probabilidad conjunta su valor va a
estar comprendido entre 0 y 1. Ademds resulta que Fx y (—o0, —00) = 0 pues es el evento conjunto imposible
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Y

Figura 2.1 La funcién de distribuciéon conjunta es la probabilidad de que el resultado del experimento
esté en la zona rayada.

y Fx,y(00,00) = 1 pues es el evento conjunto seguro. Ademas es una funcién definida no negativa en ambas
variables, es decir, se cumple la ecuacién (2.8).

IN

Fxy(21,9) Fxy(z2,y)  siz <a

Fxy(z,1n) < Fxy(z,y2) siyr <o (2.8)

Se define la funcién densidad de probabilidad conjunta de X e Y por la ecuacién (2.9).

aQFX,Y(xv y)

B (2.9)

fX,Y(ﬂC,y) =

Integrando la ecuacién (2.9) respecto a ambas variables se tendra la ecuacién (2.10) que permite calcular
la funcién de distribucién conjunta a partir de la funcién densidad de probabilidad conjunta.

Fxy(z,y) = /_ /_ Py (€ n)dédn (2.10)

Puesto que la funcion de distribucién conjunta era definida no negativa en ambas variables se cumple
que fxy(z,y) >0 VzyVy. Ademds como Fyx y(0co0,00) =1 por la ecuacién (2.10) se cumple la ecuacién
(2.11), es decir el volumen total debajo de la curva de la funcién densidad de probabilidad conjunta es
unidad.

| Z | O; Fxoy (& m)dedn =1 (2.11)

A partir de la funcién densidad de probabilidad conjunta se puede calcular la probabilidad de que la
variable X esté comprendida entre x1 y xo y la variable Y entre y; e y usando la ecuacién (2.12).

T2 Y2
Pz < X <mo,y1 <Y <o) = / / Ix,v (& n)dédn (2.12)

x1 Y1
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Teniendo en cuenta la ecuacién (2.13) y derivando la primera expresién respecto a z y la segunda respecto
a y se obtiene las expresiones de la ecuacién (2.14).

Fx(z) = /;/_fo,y(ﬁ,n)dﬁdn

Fr) = [ b / " (€ m)deds (2.13)

Ix (@) /_ " Fr (@

Ty (y)

/ " ey (6 y)de (2.14)

Las funciones fx(z) y fy(y) de la ecuacién (2.14) se denominan densidades marginales. La funcién
densidad de probabilidad conjunta fx y(z,y) contiene toda la informacién estadistica sobre las variables
X e Y, sin embargo las marginales no.

Se define la funciéon densidad de probabilidad condicional de la variable Y sabiendo que la variable
X ha tomado el valor z por la ecuacién (2.15).

fyyx(y/z) = JW (2.15)

También se puede definir la funcién densidad de probabilidad de X condicionado a Y segun la ecuacién
(2.16).

_ Ixy(z,y)
fxyv(x/y) = () (2.16)

La funcién densidad de probabilidad condicional fy,x (y/x) es una funcién de una variable independiente
que es y, sin embargo depende del valor de x que se considera como una constante.

Las funciones densidad de probabilidad condicional cumplen las propiedades tipicas de toda funcién
densidad de probabilidad. Por ejemplo para fy,x(y/x) se cumple la ecuacién (2.17).

fyyx(y/z) = 0

/ T hyxfoydy = 1 (2.17)

2.16) despejando la funcién densidad de probabilidad conjunta e

A partir de las ecuaciones (2.15) y (
) que es otra forma del teorema de Bayes, en este caso para funciones

igualando se llega a la ecuacién (2.18
densidad de probabilidad.
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_ by e/nfrw)

(@) (2.18)

fY/X(y/x)

Si las variables aleatorias X e Y son estadisticamente independientes, el conocer el resultado de la
variable X no afecta al resultado de la variable Y ni a su distribucién estadistica. Como resultado de esto
se cumple la ecuacién (2.19).

fyix(/z) = fr(y)
fxiy(@/y) = fx(2) (2.19)

En este caso la funcién densidad de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X e Y se puede
poner como el producto de las densidades marginales, segin la ecuacién (2.20).

fxy (@, y) = fx(@)fy(y) (2.20)

2.3 MEDIAS ESTADISTICAS PARA UNA VARIABLE
ALEATORIA.

Se define el operador esperanza matemadtica para una funcién de variable aleatoria g(X) por la
ecuacién (2.21). Es un operador lineal.

Elg(x)) = [ " o) fx (@)de (2.21)

— 00

Se define el momento de orden n de la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria X por
la ecuacién (2.22).

E[X"] = /OO 2" fx (x)dx (2.22)

— 00

Los momentos més importantes son los dos primeros. Cuando n = 1 se tiene el valor medio, media
o valor esperado de una variable aleatoria X que viene dado por la ecuacién (2.23). La media se puede
entender graficamente como el centro de gravedad de la funciéon densidad de probabilidad.

mx = E[X] = /Oo xfx(x)dx (2.23)

En el caso de que n = 2 tenemos el valor cuadratico medio de la variable aleatoria X dado por la ecuacién
(2.24).

E[X? = /OC 22 fx (x)dx (2.24)

— 00
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Se define el momento centrado de orden n de la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
X por la ecuacién (2.25).

o0

E[(X —mx)"] :/ (x —mx)" fx(x)dz (2.25)

— 00

Para n = 1 el momento centrado es cero. El momento centrado mas importante es cuando n = 2 que se
denomina varianza de la variable aleatoria X y viene dada por la ecuacién (2.26).

o0

0% = Var[X] = B[(X — mx)¥] = / (2 — mx )2 fx (z)dz (2.26)

— 00

La raiz cuadrada de la varianza, ox, se denomina desviacién estandar de la variable aleatoria X.
La varianza nos da una medida del ancho efectivo de la funcién densidad de probabilidad en torno a la

media. La formulacién precisa de esto es la desigualdad de Chebyshev que dice que para un nimero €
positivo tan pequetio como se quiera se cumple la ecuacién (2.27).

2

P(X —mx|>e) < %{ (2.27)

La media y la varianza nos dan una descripcién de la distribucién de la probabilidad.

La varianza y el valor cuadrético medio estdn relacionados segin la ecuacién (2.28).

0% = E[X?-2mxX +m%]
= FE[X? - 2mxE[X]+m%
= E[X?-m% (2.28)

Solo en el caso de que la media sea cero la varianza y el valor cuadratico medio coinciden, segun la
ecuacién (2.29).

0% =E[X? <= mx=0 (2.29)

2.4 MEDIAS ESTADISTICAS CONJUNTAS.

Consideremos las variables aleatorias X e Y. Se define el momento conjunto de orden j, k como el
valor esperado de X7Y* para j y k enteros, es decir, vendra dado por la ecuacién (2.30).

By = [ [y pedady (2:30)
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El mas importante de los momentos conjuntos es el de orden 1, 1, que se denomina correlacién y viene
dado por la ecuacién (2.31).

Corr[X,Y] = E[XY] = /OC /00 2y fxy(z, y)dedy (2.31)

Se define el momento conjunto centrado de orden j, £ como el momento conjunto de las variables
centradas X —mx e Y —my. Viene dado por la ecuacién (2.32).

E[(X —mx)’ (Y —my)*] = /_OO /_00 (x —mx ) (y —my)* fxy (z,y)dzdy (2.32)

El momento centrado mas importante es el de orden 1, 1, que se denomina covarianza y viene dado por
la ecuacién (2.33).

Cov[X,Y] = E[(X-mx)Y —my)]

= /_00 /_oo (l‘ — mx)(y — my)fxy(a?, y)dxdy (2.33)

Desarrollando la ecuacién (2.33) se llega a la ecuacién (2.34) que nos da la relacién entre la covarianza
y correlacion.

Cov[X,Y] = E[(X —mx)(Y —my)]
= E[XY}—E[X]my—me[Y]-i-meY
= Corr[X,Y] —mxmy (2.34)

Si alguna de las medias de X o Y son cero o ambas, la correlacién y la covarianza son iguales.

Si O'g( y 0‘32/ son las varianzas de X e Y respectivamente, la covarianza normalizada a ox oy se denomina
coeficiente de correlacién y viene dado por la ecuacién (2.35).

_ Cov[X,Y]

0Xx0y

(2.35)

Dos variables aleatorias son incorreladas si y solo si su covarianza es cero, se cumple la ecuacién (2.36).

X e Y incorreladas <— Cov[X,Y]=0 = E[X,Y]=mxmy (2.36)

Se dice que dos variables aleatorias X e Y son ortogonales si y solo si su correlacion es cero, se cumple
la ecuacién (2.37).
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X e Y ortogonales < Corr[X,Y] =0 (2.37)

Se puede ver que si alguna de las medias de X o Y son cero o ambas, si X e Y son incorreladas son
ortogonales y viceversa.

Si X e Y son estadisticamente independientes entonces son incorreladas, sin embargo si X e Y son

incorreladas no tienen porque ser independientes. Por lo tanto la incorrelacién es una condicidon necesaria
para la independencia, pero no suficiente. Se tiene la ecuacién (2.38).

si X e Y son independientes — Cov[X,Y]=0 (2.38)



SENALES ALEATORIAS.

3.1 DEFINICION.

Es muy importante poder realizar un anélisis estadistico de senales aleatorias como voz, televisién,
senales digitales de datos, ruido eléctrico, etc.

Todas estas senales aleatorias tienen dos caracteristicas:

1. Son funciones del tiempo definidas dentro de un intervalo de observacién.

2. Son senales aleatorias en el sentido de que antes de realizar el experimento no es posible describir su
forma exacta.

Al describir una sefial aleatoria se puede ver que cada punto muestra del espacio muestra es una funcién
del tiempo.

El espacio muestra o el conjunto total de las funciones posibles del tiempo se denomina proceso es-
tocastico o aleatorio.

Si suponemos que tenemos definida una distribucién de probabilidad sobre conjuntos del espacio mues-
tra, se puede hablar de probabilidad de eventos. Segin esto se define un proceso estocédstico o una senal
aleatoria como un conjunto de funciones del tiempo, junto con unas reglas de probabilidad que asignan una
probabilidad a cualquier evento significativo asociado con la observacién de una de esas funciones.

Un proceso estocdstico se denota por X (t) y representa una posible realizacién del conjunto de funciones
muestra {x;(t)} para j = 1,2,...,n,... Consideremos el espacio muestra ejemplo que puede verse en la
figura 3.1.

La sefial x1(t) tiene una probabilidad de ocurrencia P(s1) y corresponde al punto muestra s; del espacio
muestra S. Igual se puede decir del resto de funciones z5(t), ..., z,(t), ... El conjunto de todas las funciones
con sus probabilidades asociadas representa la senial aleatoria. Si ahora observamos el valor para cada
posible resultado del experimento en el instante ¢ = ¢1, se tiene {z;(t1)} para j =1,2,...,n,... Debido a
que cada punto muestra s; del espacio muestra S en ¢; tiene asociado el nimero z;(¢1) con probabilidad
P(s;), el conjunto de nimeros {x;(t1)} para j = 1,2,...,n,... es una variable aleatoria. Esta variable
aleatoria se denota por X (t1). Si ahora fijamos otro instante de tiempo ¢ = t9, se obtendrd otro conjunto
de puntos y por lo tanto otra variable aleatoria X (t2). El conjunto de puntos en este caso {z;(t2)} tiene
las mismas probabilidades que antes P(s;), lo que cambia es el conjunto de valores que puede tomar la
variable aleatoria, que van a ser distintos.

Para cada instante fijado, el proceso estocastico X (¢) define una variable aleatoria. Una vez realizado el
proceso estocastico lo que se tiene es una funcién deterministica del tiempo y por lo tanto conocida. Por

13
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Figura 3.1 Ejemplo grafico de una senal aleatoria.

ejemplo si tras la realizacion del proceso estocastica a ocurrido s, lo que se tiene es la funcién del tiempo
T (t)

En el caso de una variable aleatoria el resultado del experimento era un nimero real, mientras que en el
caso de un proceso estocdstico el resultado del experimento es una funcién del tiempo.

Por definicién un proceso estocdstico X (¢) implica la existencia de infinitas variables aleatorias no
contables para cada instante del tiempo fijado ¢ en el intervalo —oco < t < 0.

Se va a poder hablar de funcién de distribucién de la variable aleatoria X (¢1) obtenida a partir del
proceso estocastico X (¢) fijando ¢ = t; segun la ecuacién (3.1).

Fx)(z1) = P(X(t1) < x1) (3.1)

De forma mas general, para k instantes de tiempo elegidos t1,to,...,tr se definen k variables aleatorias
X(t1), X(t2),..., X (tx) del proceso estocastico X (t). Se puede ahora definir la funcién de distribucién
conjunta de esas k variables aleatorias segin la ecuacién (3.2). Como toda funcién de distribucién su valor
estd comprendido entre 0 y 1 y es una funcién monoétona no decreciente en cada una de las k& dimensiones.

Fx(t1)7__.7x(tk)($1, e 7l'k) = P(X(tl) S T1y... ,X(tk) S xk) (32)

Por conveniencia se puede utilizar notacién matricial. Siguiendo el convenio de utilizar negrita para
matrices y vectores, si se define el vector de k variables aleatorias X(t) definido por la ecuacién (3.3) y el
vector de k variables independientes x definido por la ecuacién (3.4), la funcién de distribucién dada por
la ecuacién (3.2) se puede poner de forma simplificada como Fx ) (x).
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| X (k) |
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Para cada punto muestra particular s; las componentes del vector X(¢) representan los valores de la
funcién x;(t) en los instantes t1,ta, ..., ). La funcién de distribucién conjunta Fx ;) (x) depende del proceso
aleatorio X (¢) y del conjunto de instantes {t;} para j =1,2,... k.

También se puede definir la funcién densidad de probabilidad conjunta de X(¢) segun la ecuacién (3.5).
Como toda funcién densidad de probabilidad su valor es mayor o igual que 0 y tiene volumen k—dimensional
unidad.

8k
=—"F .
fX(t) (X) 921025 . .. O, X (t) (X) (3 5)
3.2 ESTACIONARIEDAD.
Consideremos el conjunto de instantes t1,%,...,t; y el proceso estocdstico X (¢). Una caracterizacién

completa del proceso estocdstico X (t) nos permitirfa conocer la funcién densidad de probabilidad conjunta
Jx(t)(x). El proceso estocéstico X (t) se dice que es estacionario en sentido estricto o estrictamente
estacionario si la funcién densidad de probabilidad conjunta es invariante bajo desplazamientos del origen
de tiempos, se decir, se cumple la ecuacién (3.6) para cualquier conjunto finito de instantes {¢;} con
7 =1,2,...,k y para cualquier desplazamiento temporal T

fX(t) (x) = fX(t+T) (%) (3.6)

El vector aleatorio X(t) se obtiene observando el proceso estocdstico X(t) en los instantes de tiempo
t1,ta,...,t;. De forma andloga el vector X (¢ + T') se obtiene observando el proceso estocdstico X (t) en los
instantes de tiempo t1 + T,to +T,...,tp + T.

Los procesos estocésticos estacionarios son de mucha importancia por dos razones:
1. Se encuentra muy a menudo en la practica de forma exacta o aproximada. En general no es necesario

que el proceso estocastico sea estacionario en todo el intervalo —oo < t < 0o sino solo en el intervalo
particular de observacion.
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2.  Muchas propiedades importantes de los procesos estocasticos se encuentran a partir de sus momentos
de orden 1 y 2. Por lo tanto es muy facil desarrollar una teoria simple pero muy tutil para este tipo de
procesos.

Los procesos estocésticos que no cumple la ecuacién (3.6) para cualquier conjunto finito de instantes {¢;}
con j =1,2,...,ky para cualquier desplazamiento temporal T', se dicen que son no estacionarios.

3.3 MEDIA, CORRELACION Y COVARIANZA.

En muchos casos no es posible determinar la distribucién de probabilidad de un proceso estocéstico. Nos
debemos conformar con una descripcion parcial de la distribucion del proceso. La media, correlacion y
covarianza nos van a dar una descripcion a groso modo de nuestro proceso estocastico.

Sea un proceso estocastico real X (¢). Se define la media como la funcién deterministica del tiempo

dada por la ecuacién (3.7), donde F es el operador esperanza matemdtica y X (¢;) es la variable aleatoria
obtenida observando el proceso X (t) en t = t,.

mx (tr) = E[X(t1)] (3.7)

Si la funcién densidad de probabilidad de X (fx) es fx(¢,)(x) la media se puede calcular segiin la ecuacién
(3.8).

mx (b) = / " e (0)de (3.9)

— 00

Se define la autocorrelacién del proceso X (t) como una funcién de dos variables temporales t v t;
dada por la ecuacién (3.9).

Rt 1) = EIX (1) X (1;)] = / h / ey x o x e @ y)ddy (3.9)

En el caso de que t; = t; se tiene el valor cuadratico medio del proceso estocastico que es una funcién
de una variable temporal como puede verse en la ecuacién (3.10).

o0

R (te, te) = E[X%(te)] = / 2 Fx (e (@)do (3.10)

— 00

Se define la autocovarianza del proceso X (t) como una funcién de dos variables temporales t; y ¢; dada
por la ecuacién (3.11).

Kx(ti,t;) = BE[(X(t) — mx(tr) (X(t:) — mx(t:))]
= /:30 [w (33 — mX(tk)) (ZJ —mx (ti)) fX(tk),X(ti)(l', y)dg;dy

(3.11)
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En el caso de que t; = t; se tiene la varianza del proceso estocastico que es una funcién de una variable
temporal como puede verse en la ecuacién (3.12).
Var[X(tk)} = O'g((tk) :Kx(tk,tk)

= E[(X(t) — mx(ts)?] = /OO (x —mx (te)? fx () (@)da

(3.12)
Se puede deducir de las ecuaciones (3.9) y (3.11) una relacién 1til dada por la ecuacién (3.13).
Kx(tr,ti) = Rx (tg, i) — mx (te)mx (ti) (3.13)

En el caso de que la media del proceso estocdstico sea siempre cero, la funcién de autocorrelacién y la
de autocovarianza coincidiran.

Ademas de las ecuaciones (3.10) y (3.12) de puede deducir otra relacién 1til dada por la ecuacion (3.14).

0% (te) = BIX?(t)] — mX (tx) (3.14)

En el caso de que la media del proceso estocastico sea siempre cero, la varianza y el valor cuadratico
medio coincidiran.

Para procesos estocdsticos estacionarios en sentido estricto, las expresiones anteriores toman formas

simplificadas. La media no depende del instante de tiempo considerado, sino que es constante, segtin la
ecuacién (3.15).

mx(tk) =mx Vi, (3.15)

La autocorrelacién depende solo de la diferencia de tiempos 7 = t;, — t; segtn la ecuacién (3.16).

Rx(tk,ti) = Rx(tk - ti) = Rx(T) (316)

Igual ocurre con la autocovarianza que solo depende de la diferencia de tiempos 7 = t; — ¢; segin la
ecuacién (3.17).

Kx (ty, t;) = Kx(ty —t;) = Kx(7) (3.17)

Las tres condiciones anteriores son necesarias pero no suficientes para que un proceso estocdstico sea
estacionario en sentido estricto. Para un proceso que cumpla lo anterior y que no sea estacionario en
sentido estricto se dice que es estacionario en sentido amplio. La estacionariedad en sentido amplio es
una condicién mas débil que la estacionariedad en sentido estricto. Todo proceso estacionario en sentido
estricto lo es también en sentido amplio pero no al revés.
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Entonces en el caso estacionario la autocorrelacién se puede calcular utilizando la ecuacién (3.18), mien-
tras que la autocovarianza usando la ecuacién (3.19).

Rx(r)=FE[X({t+7)X(#)]=E[X#®)X(t—7) (3.18)

Kx(7) E[(X(t+7) = mx)(X(t) —mx)]

= E[(X({t)—mx)(X({t—-7)—mx)] (3.19)

Se puede deducir de las ecuaciones (3.18) y (3.19) una relacién util dada por la ecuacién (3.20).

Kx (1) = Rx(1) — m% (3.20)

En el caso de que la media del proceso estocastico sea cero, la funcién de autocorrelacion y la de auto-
covarianza coincidiran.

Particularizando la ecuacién (3.20) en el origen se obtiene la ecuacién (3.21).

0% = E[X?] —m% (3.21)
En el caso de que la media del proceso estocastico sea cero, la varianza y el valor cuadratico medio
coincidiran.

La funcién de autocorrelacién en el caso de estacionariedad en sentido amplio tiene las siguientes propie-
dades:

1. El valor cuadratico medio del proceso estocastico es una constante que no depende del instante consi-
derado y se puede obtener a partir del valor de la autocorrelacién en el origen segin la ecuacién (3.22).
Es equivalente a la potencia media de la senal.

Rx(0) = E[X?]  mo depende del tiempo (3.22)

2. La autocorrelacién es una funcién par de 7 segtn la ecuacién (3.23).

Rx(r) = Rx(-7) (3.23)

3. La autocorrelacién estd acotada por el valor en el origen, segin la ecuacién (3.24).

Rx(0) > |Rx(T)] (3.24)

La funcién de autocovarianza en el caso de estacionariedad en sentido amplio tiene las siguientes propie-
dades:
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1. Lavarianza del proceso estocéstico es una constante que no depende del instante considerado y se puede
obtener a partir del valor de la autocovarianza en el origen segiin la ecuacién (3.25). Es equivalente a
la potencia media ac de la senal.

Kx(0) = 0% no depende del tiempo (3.25)

2. La autocovarianza es una funcién par de 7 segun la ecuacién (3.26).

Kx (1) = Kx(-7) (3.26)

3. La autocovarianza estd acotada por el valor en el origen, segin la ecuacién (3.27).

Kx(0) = [Kx(7)| (3.27)

El significado fisico de la autocovarianza nos da la interdependencia de dos variables aleatorias obtenidas
a partir de un proceso estocédstico X (¢) en dos instantes de tiempo separados 7. Si el proceso estocdstico
X(t) cambia muy rdpidamente con el tiempo, més rdpidamente decrece la funcién de autocovarianza a
partir del maximo K x(0). En el caso de que el proceso cambie lentamente, la autocorrelacién decrece mas
lentamente.

El tiempo de descenso se caracteriza por 79 o tiempo de correlaciéon. Se define para un proceso
estacionario en sentido amplio X (¢) como el tiempo que pasa hasta que el valor de la autocovarianza
Kx (7) tiene un valor no mayor del 1% de su valor méximo Kx(0).

Sean dos procesos estocésticos X (t) e Y (¢) cuyas funciones de autocorrelacién son Rx (t,u) y Ry (t,u)

respectivamente. Se definen las funciones de correlacién cruzada de X(¢) e Y (¢) segun las ecuaciones
(3.28) y (3.29).

Ryy (t,u) = B[X(1)Y (u)] (3.28)

Ryx (t,u) = E[Y (£)X (u)] (3.29)

En el caso de que t = u las dos funciones de correlacién cruzada coinciden y son igual a la correlacion de
los procesos X (t) e Y (t) que depende del instante de tiempo considerado segiin la ecuacién (3.30).

Rxy (t,t) = Ryx(t,t) = Corr[X(t), Y ()] = E[X ()Y (t)] (3.30)

Todas las propiedades de correlacién se pueden colocar de forma matricial segin la ecuacién (3.31). Dicha
matriz se denomina matriz de correlacién de los procesos X(t) e Y (t) y es una matriz de funciones de
dos dimensiones temporales.

Rx(t,’u,) ny(t,u)
R(t,u) = (3.31)
Ry x (t, u) Ry (t,u)
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En el caso de que t = u la matriz de correlacién tiene la expresién de la ecuacién (3.32). En este caso es
una matriz de funciones de una variable temporal y es simétrica.

E[X2(t))] Corr[X(t),Y (¢)]
R(t,t) = (3.32)
Corr[X(t),Y (¢)] E[Y2(t)]

Si la matriz de correlacién puede ponerse en funcién de la diferencia de tiempos 7 = t — u la ecuacién
(3.31) pasa a ser la ecuacion (3.33), es una matriz de funciones de una variable temporal.

Rx(r) Rxy(7)
R(7) = (3.33)
RYX (7‘) Ry (T)

En este caso X () e Y (t) son estacionarios en sentido amplio, probado que la media sea constante, puesto
que las funciones de autocorrelacién dependen de 7. Ademads resulta que las funciones de correlacién cruzada
dependen solo de la diferencia de tiempos 7 = ¢ — u. En este caso se dice que los procesos X (t) e Y (¢) son
estacionarios en sentido amplio de forma conjunta.

La matriz de correlacién de la ecuacién (3.33) particularizada en el origen tiene la expresién de la ecuacién
(3.34) que es una matriz de constantes y simétrica. Esta matriz es la versién estacionaria de la ecuacién

(3.32).

E[X?] Corr[X,Y]

R(0) (3.34)
Corr[X,Y] E[Y?]
La funcién de correlacion cruzada en el caso estacionario cumple las siguientes propiedades:
1. Se cumple la ecuacién (3.35).
Rxy (1) = Ryx(-T) (3.35)

2. El valor en el origen de la correlacién cruzada es igual a la correlaciéon que para el caso estacionario es
una constante, segin la ecuacién (3.36).

Rxvy(0) = Ryx(0) = Corr[X,Y] no depende del tiempo (3.36)

Sean dos procesos estocésticos X (t) e Y (¢) cuyas funciones de autocovarianza son Kx (t,u) y Ky (t,u)

respectivamente. Se definen las funciones de covarianza cruzada de X (¢) e Y (¢) segin las ecuaciones
(3.37) v (3.38).

Kxy (t,u) = E[(X(t) —mx (£))(Y (u) — my (u))] (3.37)
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Kyx(t,u) = B[(Y(t) — my (£))(X (u) — mx (u))] (3.38)

En el caso de que t = u las dos funciones de covarianza cruzada coinciden y son igual a la covarianza de
los procesos X (t) e Y(t) que depende del instante de tiempo considerado segun la ecuacién (3.39).

ny(t, t) = ny(t, t) = COU[X(t), Y(t)]
= E[X(t) —mx@)(Y(t) —my(t))] (3.39)

Todas las propiedades de covarianza se pueden colocar de forma matricial segiin la ecuacién (3.40). Dicha
matriz se denomina matriz de covarianza de los procesos X (t) e Y () y es una matriz de funciones de
dos dimensiones temporales.

K( ) KX (t7 u) KXY (t, u) (3 40)
t,u) = .
ny(t,u) Ky(t,u)

En el caso de que ¢t = u la matriz de covarianza tiene la expresién de la ecuacién (3.41). En este caso es
una matriz de funciones de una variable temporal y es simétrica.

k() CoulX(),Y (1)
K(t,t) = (3.41)
CoolX(1).Y(0)]  o%(t)

Si la matriz de covarianza puede ponerse en funcién de la diferencia de tiempos 7 = t — u la ecuacién
(3.40) pasa a ser la ecuacién (3.42), es una matriz de funciones de una variable temporal.

Kx(’r) ny(’l')
K(r) = (3.42)
ny(T) Ky(T)

En este caso X(t) e Y (t) son estacionarios en sentido amplio, probado que la media sea constante, puesto
que las funciones de autocovarianza dependen de 7. Ademas resulta que las funciones de covarianza cruzada
dependen solo de la diferencia de tiempos 7 = ¢ — u, se decir, los procesos X (t) e Y (t) son estacionarios en
sentido amplio de forma conjunta.

La matriz de covarianza de la ecuacién (3.42) particularizada en el origen tiene la expresién de la ecuacién
(3.43) que es una matriz de constantes y simétrica. Esta matriz es la versién estacionaria de la ecuacién

(3.41).

o% Cov[X,Y]
K(0) = (3.43)
Cov[X,Y] o3

La funcién de covarianza cruzada en el caso estacionario cumple las siguientes propiedades:
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1. Se cumple la ecuacién (3.44).

Kxy (1) = Kyx(-7) (3.44)

2. El valor en el origen de la covarianza cruzada es igual a la covarianza que para el caso estacionario es
una constante, segin la ecuacién (3.45).

Kxy(0) = Kyx(0) = Cov[X,Y] no depende del tiempo (3.45)

La relacién entre la covarianza cruzada y la correlacién cruzada para dos procesos estocdsticos X (t) e

Y (t) puede verse en las ecuaciones (3.46) y (3.47).

Kxvy(t,u) = Rxy(t,u) — mx(t)my (u) (3.46)

Kyx(t,u) = Ry x(t,u) — my (t)mx (u) (3.47)

En el caso de que algunas de las medias o las dos sean siempre cero la covarianza cruzada y la correlacién
cruzada coinciden.

Las ecuaciones (3.46) y (3.47) particularizadas para el caso en que ¢ = u dan como resultado la ecuacién
(3.48).

Cov[X (1), Y (t)] = Corr[X(t), Y (£)] — mx ()my () (3.48)

En el caso de que alguna de las medias o las dos sean siempre cero la covarianza y la correlaciéon coinciden.

En el caso estacionario en sentido amplio la relacién entre la covarianza cruzada y la correlacion cruzada
puede verse en las ecuaciones (3.49) y (3.50).

Kxy (1) = Rxy (1) — mxmy (3.49)

Kyx(r) = Ry x(1) — mymx (3.50)

En el caso de que algunas de las medias o las dos sean cero la covarianza cruzada y la correlacion cruzada
coinciden.

Las ecuaciones (3.49) y (3.50) particularizadas en el origen dan como resultado la ecuacién (3.51).

Cov[X,Y] = Corr[X,Y] — mxmy (3.51)
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En el caso de que alguna de las medias o las dos sean cero la covarianza y la correlaciéon coinciden.

También puede ponerse una expresion que relacién la matriz de covarianza y la matriz de correlacién
segin la ecuacién (3.52).

mx (t)mx(u) mx(t)my (u)
K(t,u) = R(t,u) — (3.52)
my ()mx(u)  my (t)my (u)

La ecuacién (3.52) en el caso estacionario es la ecuacion (3.53).

mﬁ( mxmy
K(r)=R(1) - (3.53)

mymsx mgf

En el caso de que alguna de las medias o las dos sean siempre cero la matriz de correlaciéon y la matriz
de covarianza serdn iguales.

3.4 MEDIA TEMPORAL Y ERGODICIDAD.

Para que la teoria de los procesos estocdsticos serd 1til como método para describir los sistemas de
comunicaciones, debemos ser capaces de estimar de la observacién de un proceso estocédstico X (t) su media
y su funcién de autocorrelacion o autocovarianza.

Para calcular la media y la autocorrelacién, debemos promediar todas las funciones del espacio muestra.
En concreto para poder hacer esto necesitamos conocer las funciones densidad de probabilidad conjunta de
primer y segundo orden. En la practica esto no se suele conocer. Lo tinico de que se dispone es una de las
senales muestra almacenada. Parece 16gico que consideremos las medias temporales de una tnica funcién
muestra.

Se define el valor medio temporal de la funcién muestra z(t) del proceso estocéastico X (¢) segun la
ecuacion (3.54).

< 2(t) >= lim /T ()t (3.54)

De igual modo se define la autocorrelacién temporal de la funcién muestra z(t) del proceso X (t)
segln la ecuacién (3.55).

1 T
<z(t+71)z(t)> = Tlgnoo oT LTx(t +)a(t)dt =< x(t),z(t — 1) >
T
= %%%LTx(t)x(t—T)dt (3.55)
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Hay que tener en cuenta que < z(t) > es una variable aleatoria, mientras que < x(¢ + 7)z(¢) > es un
proceso estocdstico, puesto que dependen de la eleccién de la sefial muestra x(t). Por otro lado mx es una
constante y Rx (7) es una funcién deterministica.

En general las medias estadisticas y las medias temporales son distintas excepto para un caso muy especial
de procesos estocasticos denominados procesos ergdédicos.

Un proceso estocdstico X (t) se dice que es ergédico de la forma mds genérica si todas sus propiedades
estadisticas se pueden determinar con probabilidad uno a partir de las medias temporales de una unica
realizacién del proceso. Es necesario que el proceso estocastico sea estacionario en sentido estricto para que
sea ergddico. Lo contrario no es cierto: no todos los procesos estacionarios en sentido estricto son ergédicos.

Sin embargo no estamos interesados en todos los estadisticos de un proceso sino solo en los de primer
y segundo orden. Por ello se define la ergodicidad en un sentido maéas limitado para la media y la
autocorrelacion.

Vamos a tener un estimador de la media S, , y otro de la autocorrelacién Sg, (7) a partir de las medias
temporales. Un estimador de la media es una variable aleatoria y un estimador de la autocorrelacién un
proceso estocastico.

Para que dichos estimadores sean adecuados y se pueda decir por lo tanto que el proceso es ergddico
respecto a la media y a la autocorrelaciéon, ambos estimadores deben ser insesgados y consistentes.

Se dice que un estimador es insesgado si la media de dicho estimador, ya sea éste una variable aleatoria
0 un proceso estocéstico, tiende al pardmetro estimado, segin la ecuacién (3.56), donde Sy es un estimador
de un parametro d. En caso contrario el estimador tendra sesgo.

ms, = E[Sq] — d (3.56)

Se dice que un estimador es consistente si la varianza de dicho estimador, ya sea éste una variable
aleatoria o un proceso estocéstico, tiende a cero, segun la ecuacién (3.57). En caso contrario el estimador
es no consistente.

0%, = E[(Sa —ms,)?] — 0 (3.57)

3.4.1 Ergodicidad de la Media.

El estimador de la media es la media temporal antes de calcular el limite y en la que dejamos que el
valor de T pueda variar, es decir se tiene la ecuacién (3.58). Es una variable aleatoria.

1 T

Sy = —
xXTor ),

a(t)dt (3.58)

Para que el proceso sea ergddico respecto a la media el estimador de la media tiene que ser insesgado y
consistente. Ademds el proceso tiene que ser estacionario en sentido amplio y por lo tanto la media de X (¢)
es constante y vale my.

Para ver si el estimador Sy, es insesgado hay que calcular su media cuando 7" — oo, segin la ecuacién
(3.59). Como puede verse la media del estimador tiende al pardmetro estimado mx y por lo tanto es
insesgado.
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lim m

T—o0 Smx

1
A op [ Ele®ldt
1 T
= Th—r}})oﬁ 7Tdex = Tlgr;omx =my (3.59)

Ahora hay que comprobar que la varianza del estimador tiende a cero, es decir se tiene la ecuacién (3.60).
Directamente no tiende a cero, de hecho es la condicién que debe cumplirse para que el proceso sea ergddico
respecto a la media.

Tlgr(l)o o3 im E[(Spmy —ms,, )?]

mx TS 00
o 2
Jin 2 | [ a0 mx

T 2
Jim B <2T /T(x(t)—mx)dt> (3.60)

Por tanto la condicién necesaria y suficiente para que un proceso estocdstico sea ergddico respecto a la
media es que la varianza del estimador de la media tienda a cero cuanto T' — o0, es decir se debe cumplir
la ecuacién (3.61).

T 2
i I (;T /_T(x(t)—mx)dt> ~0 (3.61)

En el caso de que el estimador sea consistente o se cumpla la ecuacién (3.61) el proceso X (t) es ergédico
respecto a la media y por lo tanto se puede calcular la media del proceso estocastico mediante la ecuacién
(3.62). Se puede calcular la media estadistica mediante la media temporal.

o1t
mx —Th_r}r;oﬁ/_Tm(t)dt (3.62)

3.4.2 FErgodicidad de la Autocorrelacién.

El estimador de la autocorrelacién es la autocorrelacion temporal antes de calcular el limite y en la que
dejamos que el valor de T pueda variar, es decir se tiene la ecuacién (3.63). Es un proceso estocdstico.

T
Sry(T) = % [Tx(t + 7)x(t)dt (3.63)
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Para que el proceso sea ergddico respecto a la autocorrelacién el estimador de la autocorrelacion tiene
que ser insesgado y consistente. Ademads el proceso tiene que ser estacionario en sentido amplio y por lo
tanto la autocorrelacién de X (¢) es funcién deterministica y vale Rx (7).

Para ver si el estimador Sg, (7) es insesgado hay que calcular su media cuando T' — oo, segiin la ecuacién
(3.64). Como puede verse la media del estimador tiende al pardmetro estimado Rx(7) y por lo tanto es
insesgado.

Jimoms, ) = lim BlSp,(r)] = lim E /_ix(t—i-T)x(t)dt]
1 T
= Tlgr(l)oﬁ TE[a:(t—l—T)x(t)]dt
1 T
= Jim o /_ Rx(r)dz = Jim Rx(r) = Rx() (3.64)

Ahora hay que comprobar que la varianza del estimador tiende a cero, es decir se tiene la ecuacién (3.65).
Directamente no tiende a cero, de hecho es la condiciéon que debe cumplirse para que el proceso sea ergddico
respecto a la autocorrelacién.

Tlgnoo O-%RX (1) = Tlirvr(lo E[(SRX (T) - mSRX (T))z]

T—o0 -T

_ . )
lim E (21T/ x(t+T)m(t)dt—RX(T)>

T—o0 -T

lim E (;T / (;v(t—i—T)x(t)—RX(T))dt) (3.65)

Por tanto la condicién necesaria y suficiente para que un proceso estocastico sea ergddico respecto a la
autocorrelacion es que la varianza del estimador de la autocorrelacién tienda a cero cuanto T' — oo, es decir
se debe cumplir la ecuacién (3.66).

T—o0 -7

- 2
lim F (2;’/ (x(t+7)x(t) — RX(T))dt> =0 (3.66)

En el caso de que el estimador sea consistente o se cumpla la ecuacién (3.66) el proceso X (t) es ergédico
respecto a la autocorrelacién y por lo tanto se puede calcular la autocorrelaciéon del proceso estocastico
mediante la ecuacién (3.67). Se puede calcular la autocorrelacién estadistica mediante la autocorrelacién
temporal.

Ry(r) = lim — / " ot 4 () (3.67)

Para comprobar si un proceso estocdstico es ergddico respecto a la media, comprobar la ecuacién (3.62),
hacen falta los momentos de primer y segundo orden. Para comprobar si lo es respecto a la autocorrelacion,
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x(t) T
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Estimador de

my

Figura 3.2 Sistema estimador de la media de un proceso estocéstico.

X(1) 1

Estimador de
2T =T

Rx (1)

:
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» Retardo T

Figura 3.3 Sistema estimador de la autocorrelacién de un proceso estocdstico.

comprobar la ecuacién (3.67), hacen falta los momentos hasta orden cuarto. Por ello, excepto para los casos
triviales, no se va a poder comprobar si un proceso estocastico es ergddico con respecto a la media y la
autocorrelacion. Por ello dependiendo del origen fisico del proceso habra que suponer a priori si es posible
intercambiar medias estadisticas y temporales.

3.4.3 Medida de la Media y la Autocorrelacion.

En el caso de que se puedan intercambiar las medias temporales y las estadisticas podemos obtener un
método préctico para calcular la media y la autocorrelaciéon directamente.

Para determinar la media a partir de un trozo finito de sefial de duracién [¢| < T basta con pasarla por
un integrador segtin puede verse en la figura 3.2.

En el caso de la autocorrelacion, tenemos mds problemas. Si queremos calcular Rx (1) para 7 > 0 (puesto
que la autocorrelacién es par no es necesario hacerlo para valores negativos de 7), entonces si tenemos un
trozo finito de senal de duracién [t| < T', entonces t — 7 < —T para valores de t < —T + 7. En este caso el
producto z(t)x(t — 7) solo se puede integrar entre —T + 7 y T. Por lo tanto la expresién del estimador es
el de la ecuacién (3.68).

1 T
57— /_T+T x(t)x(t —7)dt T7>0 (3.68)

Entonces fijado 7, la salida del sistema de la figura 3.3 serd el estimador de Rx (7). Para otros valores de
7, hay que reajustar el valor del retardo y el integrador y volver a pasar x(t) por el sistema.






4

TRANSMISION DE UNA SENAL ALEATORIA A
TRAVES DE UN SISTEMA.

Supongamos que un proceso estocdstico X (¢) se aplica a la entrada de un sistema LTI de respuesta al
impulso h(t), dando lugar a la salida otro proceso estocéstico Y (t), segtn la figura 4.1.

En general es dificil conocer la funcién de distribucién de Y (t), incluso cuando la funcién de distribucién
de X (t) estd completamente especificada para —oco < t < oo.

Lo que se pretende entonces es determinar la media y la autocorrelaciéon del proceso de salida a partir
de la media y la autocorrelacion del proceso de entrada.

La media de la salida se puede calcular segin la ecuacién (4.1), puesto que el proceso de salida se puede
calcular a través de la integral de convolucion en el dominio del tiempo del proceso de entrada y la respuesta
al impulso del sistema.

my () = E[Y ()] = B [/_Oo W)X (t — 7)dr (4.1)

Suponiendo que la media de X (¢) es finita para todo ¢ y que el sistema es estable, se puede intercambiar
el orden de la esperanza matemdtica y la integral obteniéndose la expresién de la ecuacién (4.2). Es decir
la media de la senal de salida es igual a la convolucién de la media de la senal de entrada con la respuesta
al impulso del sistema.

my(t) = /:’O h(T)E[X(t — 7)]dT
= /_00 h(T)mx (t — 7)dr = h(t) * mx (t) (4.2)

En el caso de que X (t) sea estacionario en sentido amplio, la media del proceso de entrada no depende
del tiempo, sino que es una constante. En ese caso la ecuacién (4.2) pasa a ser la ecuacién (4.3). La media
de la senal de salida también es constante e igual al producto de la media de la senal de entrada con el
valor de la funcién de transferencia del sistema en el origen.

X (1) Y (b)

h(t) e

Figura 4.1 Transmision de una senal aleatoria a través de un sistema LTI.

29



30 CAPITULO 4
my = mx / h(’T)dT = H(O)mx (43)

Vamos a ver que ocurre ahora con la autocorrelacién de la senial de salida Y (t). Se tiene la ecuacién (4.4).

Ry(t,u) = E[Y()Y(u)]

E VO; W)X (t — 1) dm /O; h(72) X (1 — 72)drs (4.4)

Si el valor cuadratico medio de la senal de entrada es finito para cada instante de tiempo ¢ y el sistema
es estable se puede intercambiar el orden de la esperanza matematica y las integrales con respecto a 71 y T2
dando el desarrollo de la ecuacién (4.5). La autocorrelacién de la sefial de salida se puede calcular como la
convolucién de la autocorrelacién de la senal de entrada con la respuesta al impulso en ¢ y con la respuesta
al impulso en wu.

Ry(tu) — /jO dﬁh(n)/jo drah(12) E[X (t — 1) X (1 — )]

[m dTlh(Tl)[deQh(TQ)RX(t_Tl’U_T2)

= Rx(t,u) * h(t) * h(u) (4.5)
En el caso de que el proceso estocastico de la entrada sea estacionario en sentido amplio su autocorrelacién
va a depender de la diferencia de tiempos 7 =t — u y por lo tanto la ecuacién (4.5) pasa a ser la ecuacién

(4.6). La autocorrelacién de la senal de salida se puede calcular como la convolucién de la autocorrelacién
de la senal de entrada con la respuesta al impulso en 7 y con la respuesta al impulso en —7.

Ry(T)

/ / h(Tl)h(Tg)Rx(T—Tl +T2)d7’1d7’2

= Rx(7)*h(r)*h(—7) (4.6)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (4.3) y (4.6) resulta que la media de la senal de salida es constante
y la funcién de autocorrelacién depende unicamente de la diferencia de tiempos 7 = ¢ — u, se puede
deducir entonces que si un proceso estocastico estacionario en sentido amplio es la entrada a un sistema
LTI y estable, la salida va a ser otro proceso estacionario en sentido amplio cuya media viene dada por la
ecuacién (4.3) y cuya funcién de autocorrelacién por la ecuacién (4.6).

Si lo que se desea ahora es calcular la correlacién cruzada entre la sefial de entrada X (¢) y la sefial de
salida Y (¢) se tendrd la ecuacién (4.7).

oo

Ry (tu) = E[X(1)Y (u)] = B [X(t) / h(r) X (u — 7)dn (@.7)

—00

Si el valor cuadratico medio de la senal de entrada es finito para cada instante de tiempo ¢ y el sistema
es estable se puede intercambiar el orden de la esperanza matematica y la integral con respecto a 7 dando
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el desarrollo de la ecuacién (4.8). La correlacién cruzada de la sefial de entrada con la de salida se puede
calcular como la convolucién de la autocorrelacion de la senial de entrada con la respuesta al impulso en w.

Ray(tu) = /_ ¥ ) E[X ()X (1 — 7))
_ /_ M) R (tu — m)dr1 = Rac(t,u) = hu) (4.8)

En el caso de que se quiera la correlacion cruzada de la senal de salida con la de la entrada siguiendo el
mismo razonamiento que para las ecuaciones (4.7) y (4.8), se tiene la ecuacién (4.9). La correlacién cruzada
de la senal de salida con la de entrada se puede calcular como la convolucién de la autocorrelacion de la
senal de entrada con la respuesta al impulso en t.

RYX (t, u) = RX (t, u) * h(t) (49)

Comparando la ecuacién (4.5) con la ecuacién (4.8) se deduce la ecuacién (4.10). La autocorrelacién de
la senal de salida de una sistema se puede calcular como la convolucién de la correlaciéon cruzada entrada
salida con la respuesta al impulso del sistema en t.

Ry (t,u) = Rxy (t,u) * h(t) (4.10)

Si ahora se compara la ecuacién (4.5) con la ecuacién (4.9) se deduce la ecuacién (4.11). La autocorrelacién
de la senal de salida de una sistema se puede calcular como la convolucién de la correlacién cruzada salida
entrada con la respuesta al impulso del sistema en wu.

Ry (t,u) = Ry x(t,u) * h(u) (4.11)

En el caso de que el proceso de entrada sea estacionario en sentido amplio la ecuacién (4.8) pasa a
ser la ecuacién (4.12). La correlacién cruzada entrada salida se puede calcular como la convolucién de la
autocorrelacién de la sefial de entrada con la respuesta al impulso en —7. Como puede verse el proceso de
entrada y el de salida son conjuntamente estacionarios en sentido amplio puesto que su correlaciéon cruzada
depende unicamente de la diferencia de tiempos 7 =t — u.

Rxy ()= /OO h(t1)Rx (T + 711)dm1 = Rx(7) *x h(—7) (4.12)

— 00

Expresiones similares a las ecuaciones (4.9), (4.10) y (4.11) para el caso estacionario en sentido amplio
son la ecuaciones (4.13), (4.14) y (4.15), respectivamente.

Ryx(r) = Rx(r) x h(r) (4.13)

Ry(T) :ny(T)*h(T) (414)
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Ry (1) = Ryx(7) * h(—7) (4.15)

A partir de la ecuacién (4.5) haciendo ¢ = u se puede llegar a una expresién para el valor cuadratico
medio de la sefial de salida dado por la ecuacién (4.16). Es una funcién del tiempo.

E[Yz(t)] = Ry(tﬂf) = \/700 [w h(Tl)h(Tg)Rx(t 77’1,15 77’2)d7’1d7’2 (416)

En el caso estacionario en sentido amplio la ecuacién (4.16) pasa a ser la ecuacién (4.17). En este caso el
valor cuadrédtico medio de la sefial de salida es constante.

EIY?) = By(0) = [ N / B h(ra) R (72 — 71)dradry (4.17)

A partir de la ecuacién (4.8) o de la ecuacién (4.9) haciendo t = u se puede llegar a una expresién para
la correlacién de la sefal de entrada con la de salida. Viene dada por la ecuacién (4.18). Es una funcién del
tiempo.

Corr[X(t),Y ()] = Rxy (t,t) = Ryx(t,t) = [ S M) R (bt — 7)dm (4.18)

En el caso estacionario en sentido amplio la ecuacién (4.18) pasa a ser la ecuacién (4.19). En este caso
la correlacién entrada salida es constante.

o0

COTT[X, Y] = ny(O) = Ryx(O) = / h(Tl)Rx(Tl)d’Tl (419)

— 00

Si lo que se desea es trabajar con autocovarianzas y correlaciones cruzadas, si se definen los procesos
X'(t)=X({t)—mx(t) e Y'(t) =Y (t) —my(t), la autocorrelaciéon de X'(¢t) y de Y’(¢) es la autocovarianza
de X(t) e Y(t), y la correlacién cruzada de X'(t) e Y'(¢) es la covarianza cruzada de X (t) e Y ().

La ecuacién equivalente a la (4.5) para la autocovarianza es la ecuacién (4.20). La autocovarianza de
la senal de salida es igual a la autocovarianza de la sefial de entrada convolucionada con la respuesta al
impulso en t y la respuesta al impulso en u.

Ky (t,u) = Kx(t,u) * h(t) * h(u) (4.20)

Si el proceso de entrada al sistema es estacionario en sentido amplio, la ecuacién (4.20) pasa a ser la
ecuacién (4.21). La autocovarianza de la sefial de salida es igual a la autocovarianza de la sefial de entrada
convolucionada con la respuesta al impulso en 7 y la respuesta al impulso en —7. Como era de esperar,
puesto que el proceso de salida es estacionario en sentido amplio depende de la diferencia de tiempos
T=1—1u.
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Ky (1) = Kx(7) * h(T) * h(—7) (4.21)

La covarianza cruzada tiene expresiones similares a las de la correlacién cruzada, ecuaciones (4.8) y (4.9),
y son la ecuaciones (4.22) y (4.23). La covarianza cruzada entrada salida es igual a la convolucién de la
autocovarianza de la entrada con la respuesta al impulso en u. La covarianza cruzada salida entrada es
igual a la convolucién de la autocovarianza de la entrada con la respuesta al impulso en t.

KXY (t, u) = KX (t, u) * h(u) (422)

Kyx(t,u) = Kx(t,u) * h(?) (4.23)

Comparando las ecuaciones (4.20) y (4.22) se puede deducir la ecuacién (4.24). La autocovarianza de la
salida es igual a la convolucién de la covarianza cruzada entrada salida con la respuesta al impulso en ¢.

Ky (t, u) = ny(t, u) * h(t) (424)

Si ahora se comparan las ecuaciones (4.20) y (4.23) se puede deducir la ecuacién (4.25). La autocovarianza
de la salida es igual a la convolucién de la covarianza cruzada salida entrada con la respuesta al impulso
en u.

Ky (t,u) = Ky x(t,u) * h(u) (4.25)

Las ecuaciones (4.22) y (4.23) para el caso estacionario son las ecuaciones (4.26) y (4.27). La covarianza
cruzada entrada salida es igual a la convolucién de la autocovarianza de la entrada con la respuesta al
impulso en —7. La covarianza cruzada salida entrada es igual a la convolucién de la autocovarianza de la
entrada con la respuesta al impulso en 7. Como era de esperar, puesto que los procesos de entrada y salida
son conjuntamente estacionarios en sentido amplio, las covarianzas cruzadas dependen de la diferencia de
tiempos 7T =t — u.

Kxy (1) = Kx(r) % h(—7) (4.26)

Kyx (1) = Kx(7) % h(r) (4.27)

Comparando las ecuaciones (4.21) y (4.26) se puede deducir la ecuacién (4.28). La autocovarianza de la
salida es igual a la convolucién de la covarianza cruzada entrada salida con la respuesta al impulso en 7.

Ky (r) = Kxy (1) * h(r) (4.28)
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Si ahora se comparan las ecuaciones (4.21) y (4.27) se puede deducir la ecuacién (4.29). La autocovarianza
de la salida es igual a la convolucién de la covarianza cruzada salida entrada con la respuesta al impulso
en —7.

Ky (1) = Ky x (1) * h(—7) (4.29)

Particularizando la ecuacién (4.20) para cuando t = u se tiene una expresién para la varianza de la senal
de salida que viene dada por la ecuacién (4.30). Es una funcién del tiempo.

VarlY(t)] = Ky (¢,1)

Q
<o
=

Il

/ / T2 KX(t—’Tl,t—’TQ)dTldTQ (430)

Si se particulariza la ecuacién (4.22) o la ecuacion (4.23) para cuando ¢ = u se tiene una expresién para
la covarianza de la senal de entrada con la senal de salida que viene dada por la ecuacién (4.31). Es una
funcién del tiempo.

oo

Cov[X (1), Y (t)] = Kxy (t,t) = Kyx(t,t) = / h(r)Kx(t,t — 71)dn (4.31)

—0o0

Si estamos en el caso estacionario en sentido amplio, la expresién de la varianza es la ecuacién (4.32) y
la de la covarianza es la ecuacién (4.33). Ambas son constantes.

oy =Var[Y] / / h(r2) Kx (o — 11)dm1dT2 (4.32)
CO'U[X, Y} = ny(O) = ny(O) = [w h(Tl)Kx(’Tl)dTl (433)
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DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA.

5.1 DEFINICION.

Se ha considerado la caracterizacién de procesos estocésticos estacionarios en sentido amplio y su transmi-
sién a través de sistemas LTT en el dominio del tiempo. Vamos a verlo ahora en el dominio de la frecuencia.

Por definicién la respuesta al impulso de un sistema es la transformada de Fourier de la funcién de
transferencia segin la ecuacién (5.1).

hir) = [ H(pexpliznsmds (5.1)

Suponiendo estacionariedad en sentido amplio, el valor cuadratico medio de la senal de salida se podia
calcular por la ecuacién (4.17). Juntando esta ecuacién con la ecuacién (5.1) se tiene el desarrollo de la
ecuacion (5.2).

E[Y? = /Oo /Oo h(T1)h(72)Rx (1o — T1)dr1dTo

% /0; [ [ °; H(f)exp(j2r fﬁ)df} h(r2) Rx (12 — 71)dm1dms

I
—
8

/ T afH() /  dnoh(r) /_ O; Ry (rs — m1) exp(j2m f)dm

(5.2)

Si en la ultima integral de la ecuacién (5.2) se hace el cambio de variable 7 = 75 — 71, se tendra la ecuacién
(5.3).

E[Y?] = /°° dfH(f) /:’C droh(T2) CXp(jQWng)/:>0 Rx(7)exp(—j2n fr)dr (5.3)

— 00

Teniendo en cuenta la ecuacién (5.4), la ecuacién (5.3) se puede poner segin la ecuacién (5.5).

w1 = [ ) esptiznir)an (5.4)

— 00
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B2 = [ HOPE [ Rees(-sensridr 5)

— 00

Si llamamos Sx (f) a la transformada de Fourier de la funcién de autocorrelaciéon dada por la ecuacién
(5.6), la ecuacién (5.5) pasard a ser la ecuacién (5.7).

Sx(f) = [ " Ry (r) exp(—j2r fr)dr (5.6)
By = [ )PS0 (5.7)

La funcién Sx(f) se denomina densidad espectral de potencia del proceso estocéstico X (¢). Tiene
unidades de W/Hz. La ecuacién (5.7) nos dice que el valor cuadréatico medio o la potencia media de la
salida de un sistema LTI estable como respuesta a un proceso estocastico de entrada es igual al area a lo
largo de todas las frecuencias del producto de la densidad espectral de potencia de la entrada multiplicada
por el médulo al cuadrado de la funcién de transferencia del sistema.

5.2 PROPIEDADES.

1. La densidad espectral de potencia Sx (f) y la funcién de autocorrelacién Rx (7) de un proceso estacio-
nario en sentido amplio forman un par transformado de Fourier segin la ecuaciones (5.8) y (5.9). Esas
ecuaciones reciben en nombre de relaciones de Wiener—Khintchine y son similares a las definidas
para senales de potencia periddicas. Por lo tanto si se conoce la densidad espectral de potencia se puede
calcular la autocorrelacién y viceversa. Es decir la funcién de autocorrelacién y la densidad espectral
de potencia son equivalentes: una nos da la representacién del proceso en el dominio del tiempo y la
otra en el dominio de la frecuencia. En la préactica se utiliza més la densidad espectral de potencia.

Sx(f) = /_OO Rx (1) exp(—j2r fr)dr (5.8)
R(r) = [ Sx(pesplizninyif (5.9)

2. El valor a frecuencia cero de la densidad espectral de potencia de un proceso es igual al area bajo la
curva de la autocorrelacion segin la ecuacién (5.10). Se demuestra de forma inmediata haciendo f =0
en la ecuacién (5.8).

Sx(O) = ‘/_Oo Rx(T)dT (5.10)

3. El valor cuadratico medio de un proceso es igual al area bajo la curva de la densidad espectral de
potencia segin la ecuacién (5.11). Se demuestra de forma inmediata haciendo 7 = 0 en la ecuacién
(5.9) y teniendo en cuenta que Rx (0) = E[X?].

BIX?] = [  Sx(p)df (5.11)
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Figura 5.1 Respuesta en amplitud del sistema F(f).
La densidad espectral de potencia es una funcién par de la frecuencia segiin la ecuacién (5.12).
Sx(=f) = Sx(f) (5.12)
Para probar esta propiedad se sustituye f por —f en la ecuacién (5.8) dando lugar a la ecuacién (5.13).
Sx(—f) = /_ o; Ry (7) exp(j2n f7)dr (5.13)

Haciendo el cambio de variable 7 por — en la ecuacién (5.13) y teniendo en cuenta que Rx (7) es una
funcién par, se tiene la ecuacién (5.14), con lo que queda demostrada la propiedad.

Sx(—f) = /_ " R (r) expl(—j2r fr)dr = Sx(f) (5.14)

La densidad espectral de potencia es siempre una funcién definida no negativa segin la ecuacién (5.15).

Sx(f)=0  vf (5.15)

Para probar esta propiedad definimos un sistema cuya respuesta en amplitud viene dada por la ecuacién
(5.16). También puede verse graficamente en la figura 5.1, donde Af se supone que es muy pequeiio.

L |f£fel<3Af
[H(f)] = (5.16)
0 [f=£fel>3Af

Si X(t) es la senal de entrada a ese sistema e Y (¢) la salida, el valor cuadrético medio de la salida
viene dado por la ecuacién (5.7). En los intervalos |f £ f.| < %A f donde la respuesta en amplitud del
sistema es unidad, puesto que A f se supone que es muy pequeno se puede hacer la aproximaciéon dada
por la ecuacién (5.17).

Sx(N) = 8x(f)  |f =Ll < 3AF (5.17)

Teniendo en cuenta ahora las ecuaciones (5.7) y (5.17) el valor cuadrético medio de la salida viene
dado por la ecuacién (5.18).

E[Y?] ~2AfSx(fe)  Vfe (5.18)
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Puesto que el valor cuadratico medio representa la potencia media de la salida y la potencia siempre
toma valores positivos, y puesto que Af es positivo de la ecuacién (5.18) se deduce que Sx (f.) > 0,
y como eso se cumple para cualquier frecuencia f. queda demostrado que la densidad espectral de
potencia es una funcién no negativa de la frecuencia.

5.3 RELACION ENTRE DENSIDADES ESPECTRALES A
LA ENTRADA Y SALIDA DE UN SISTEMA LTI.

Sea Sy (f) la densidad espectral de potencia de una senal Y (t) salida de un sistema LTI cuya funcién
de transferencia es H(f) y cuya entrada sea el proceso X (t) con densidad espectral de potencia Sx(f).
La densidad espectral de potencia de la sefial de salida se puede calcular utilizando la ecuacién (5.8) y la
ecuacién (4.6) segun la ecuacién (5.19).

Sy(f) = /OO Ry (1) exp(—j2m fr)dr

/OC /°° /(X> h(m)h(m2)Rx (T — 11 + T2) exp(—j27 f7)dT1dTodT

— 00 — 00 — 00

(5.19)

Haciendo en el cambio de variable 79 = 7 — 71 + 72 en la ecuacién (5.19) se obtiene la ecuacién (5.20).

s - [ h / h / " h(ra)h(ra) R (7o) exp(—j2r fro) exp(—j2n fr)

exp(j27 fro)dmidrodr = /OO h(m)exp(—j2mfm)dn
H(f)
/_O; h(72) exp(j§2m fr2)drs /_O:O Rx (10) exp(—j27 f10)dmo (5.20)
H*(f) Sx (f)

De la tltima expresién de la ecuacién (5.20) se deduce que la densidad espectral de potencia de la salida
es igual al producto de la densidad espectral de la entrada por el modulo al cuadrado de la funcién de
transferencia del sistema. Es decir se tiene la ecuacién (5.21).

Sy(f) = [H(f)*Sx(f) (5.21)
De la ecuacién (5.21) se podria deducir la ecuacién (5.7) segun la ecuacién (5.22).

E[Y? / Sy (F)df = / PIESx(F)df (5.22)



Densidad Espectral de Potencia. 39

5.4 RELACION ENTRE LA DENSIDAD ESPECTRAL DE
POTENCIA Y LA AMPLITUD DEL ESPECTRO DE
UNA FUNCION MUESTRA.

Se quiere relacionar la densidad espectral de potencia Sx(f) con las propiedades espectrales de una
funcién muestra z(t) de un proceso estocédstico X (¢) estacionario en sentido amplio y ergddico respecto a
la media y a la autocorrelacién.

Una senal tiene transformada de Fourier si cumple las condiciones de Dirichlet, de las cuales la maés
importante era la ultima que venia a decir que la senal fuera absolutamente integrable, es decir, que se
cumpliera la ecuacién (5.23).

/00 |z(t)|dt < oo (5.23)

— 00

En general para una funcién muestra no se cumple la ecuacién (5.23). Una forma de ampliar el conjunto
de seniales con transformada de Fourier era utilizando la funcién delta de Dirac y las series de Fourier para
senales de potencia periédicas. Pero en general una funcién muestra no va a ser periédica. En definitiva,
que una funcién muestra z(t) como tal no va a tener transformada de Fourier y por lo tanto no se puede
caracterizar en el dominio de la frecuencia.

Para poder continuar vamos a definir una sefial de duracién finita y por lo tanto de energia, definida por
la ecuacién (5.24).

z(t) -T<t<T
xr(t) = (5.24)
0 para el resto

La senal truncada xr(t) por ser una senal de energia cumple las condiciones de Dirichlet y va a tener
transformada de Fourier, siempre que T tome un valor finito y el valor cuadratico medio de X (t) sea
también finito.

La transformada de Fourier de xr(t) va a venir dada por la ecuacién (5.25).

Xr(f) = / e (t) exp(—j2m ft)dt

— 0o

T
/ 2 (1) exp(—j2m ft)dt (5.25)

-T

Por ser el proceso X(t) ergédico respecta a la funcién de autocorrelaciéon, se va a poder calcular la
autocorrelacién Rx (7) segin la ecuacién (5.26).

Ry(r) = lim — [ T et + Dar(r)dt (5.26)

Rop (1) = / S (5.27)



40 CAPITULO 5

La transformada de Fourier de la autocorrelacién R,..(7) es la densidad espectral de energia ¥,..(f) =
| X7(f)|?, donde X7 (f) es la transformada de Fourier de z1(t) y viene dada por le ecuacién (5.25). Teniendo
en cuenta lo anterior se cumple la ecuacién (5.28).

Ry (r) = / W, () exp(i2n fr)df

— 00

o0

= [ ()P exstiznsriar (5.28)

— 00

Teniendo en cuenta las ecuaciones (5.26), (5.27) y (5.28) se llega a la ecuacion (5.29).

, <1 )
R(r) = Jim [ X () exp(j2n fr)df (5.29)
En la ecuacién (5.29) aparece el término %, que es una funcién continua de la frecuencia y que como

depende de la eleccién de T y de la funcién muestra x(t) es un proceso estocastico definido en el dominio
de la frecuencia. Tiene dimensiones de densidad espectral de potencia y en muchos casos se considera como
un estimador de la densidad espectral de potencia. Se denomina periodograma.

Para un valor fijo de la frecuencia el periodograma representa una variable aleatoria cuyo valor es lo
que valga la transformada de Fourier de la version truncada de la funcién muestra a esa frecuencia. El
periodograma resulta que no converge en ningin sentido estadistico a un valor finito segin T va tendiendo
a infinito, por lo tanto no se pueden intercambiar el limite y la integral en la ecuacién (5.29).

Ahora si tomamos esperanza matemética en ambos lados de la ecuacién (5.29), obtendremos la ecuacién
(5.30).

oo

Rx(r) = Jim [~ S BXr ()P expli2n fr)df (5.30)

T—o0 oo

Ahora si que se puede intercambiar el limite y la integral en la ecuacién (5.30) dando lugar a la ecuacién
(5.31).

Rx(r)= [ { lim 1EHXT(f)F]}exp(jzwa)df (5.31)

— oo | T—00 2T

Si tenemos en cuenta que la la autocorrelacién y la densidad espectral de potencia forman un par
transformado de Fourier, es decir juntando las ecuaciones (5.9), (5.25) y (5.31), se tiene finalmente la
ecuacién (5.32).

Sx(f) = Jim S BlXr (/)P

2

1 ’ .
= Thl};o ﬁE |/Tx(t)exp(]27rft)dt (5.32)
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Como puede verse en la ecuacién (5.32) resulta mas sencillo estimar la funcién de autocorrelacién en
el dominio del tiempo y luego calcular la transformada de Fourier para obtener la densidad espectral de
potencia que estimar la densidad espectral de potencia a partir del periodograma que viene dado en funcién
de la amplitud del espectro de una funcién muestra truncada en el tiempo. En la ecuacién (5.32) no se
puede intercambiar el limite con el operador esperanza matematica.

5.5 CAPCULO DE DENSIDADES ESPECTRALES DE
SENALES BINARIAS.

Si se tiene una sefial binaria X (¢) con simbolos 0 y 1 equiprobables con duracién T que se suceden
indefinidamente en el tiempo, dicha sefial es un proceso estocdstico estacionario en sentido amplio. Si
ademas resulta que el simbolo 1 se representa con una sefial de energia g(t) de duracién Ty el simbolo 0 se
representa con la sefial cambiada de signo, es decir, con —g(t), si Uy(f) es la densidad espectral de energia
de la senial g(t) la densidad espectral de la sefial binaria X (¢) va a venir dada por la ecuacién (5.33).

Sx(f) = \iji[(f) (5.33)

5.6 DENSIDAD ESPECTRAL CRUZADA.

La densidad espectral cruzada nos da una medida de la interrelacién en frecuencia entre dos procesos
estocasticos, a diferencia de la densidad espectral de potencia que nos daba la distribucién frecuencial de
un proceso estocastico.

Sean dos procesos estocdsticos X (t) e Y (¢) estacionarios en sentido amplio cada uno de ellos y de forma
conjunta. Las densidades espectrales cruzadas se definen como la transformada de Fourier de las correla-
ciones cruzadas, segtn la ecuacién (5.34).

Sxv() = [ Rev(n)exp(—j2nsryar
Syx(f) = /_OO Ry x (1) exp(—j2m fr)dr (5.34)

Las correlaciones cruzadas se pueden calcular como la transformada inversa de Fourier de las densidades
espectrales cruzadas, segin la ecuacién (5.35).

Rxy(r) = /jc Sxv (f)exp(j2n fr)df

RYX (T) = /Oo SYX (f) exp(j27rf7')df (535)

— 00

La densidad espectral cruzada y la correlaciéon cruzada forman un par transformado de Fourier y son por
lo tanto totalmente equivalentes. Las densidades espectrales de potencia no son necesariamente funciones
reales de la frecuencia y teniendo en cuenta que la relacién entre las funciones de correlacion cruzada
es Ryx (1) = Rxy(—7) y tomando transformada de Fourier, resulta que la relacién entre las densidades
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espectrales cruzadas viene dada por la ecuacién (5.36). Esta ecuacién nos dice que cada una de las funciones
densidad espectral cruzada cumple la propiedad de simetria conjugada.

Syx(f) = Sxvy(=f) = Sxv(f) (5.36)

Particularizando la ecuacién (5.35) para 7 = 0 se obtiene la ecuacién (5.37) que nos permite calcular la
correlacion de los dos procesos calculando el drea debajo de la densidad espectral cruzada.

CO’F?"[X, Y] = ny(O) = Ryx(O) = /_OO Sxy(f)df = -/_OO Syx(f)df (5.37)

Si Y (¢) es la salida de un sistema LTT estable con funcién de transferencia H(f) para cuando la entrada
es X (t) se puede calcular las densidades espectrales de la entrada y la salida segin la ecuacién (5.38), donde
Sx (f) es la densidad espectral de potencia de la entrada.

Sxy(f) = Sx(f)H"(f)
Syx(f) = Sx(f)H(f) (5.38)

Ademsés se puede calcular la densidad espectral de potencia de la salida a partir de las densidades
espectrales cruzadas utilizando la ecuacién (5.39).

Sy (f) = [H(f)*Sx(f) = Sxv (I H(f) = SyxH*(f) (5.39)

5.7 ESPECTRO DE COVARIANZA.

Se define el espectro de autocovarianza de un proceso estocdstico X () estacionario en sentido amplio
como la transformada de Fourier de la autocovarianza. Vendra dada por la ecuacién (5.40).

S§((f) = /_OO Kx(7)exp(—j2nfr)dr (5.40)

La autocovarianza se podra calcular como la transformada inversa de Fourier del espectro de autocova-
rianza, segin la ecuacién (5.41).

Kx(r) = [ sk(pessliznn (5.41)

La autocovarianza y el espectro de autocovarianza forman un par transformado de Fourier y son por lo
tanto totalmente equivalentes.

El valor del espectro de autocovarianza a frecuencia cero corresponde al area debajo de la autocovarianza
segin la ecuacién (5.42).
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S5(0) = / Kx(7)dr (5.42)
El drea debajo del espectro de autocovarianza es igual a la varianza del proceso segin la ecuacién (5.43).
(o)
= | sk (5.4
— 00
El espectro de autocovarianza es una funcién par de la frecuencia segin la ecuacién (5.44).
Sk (f) = Sx(=f) (5.44)

El espectro de autocovarianza es una funcién definida no negativa segin la ecuacién (5.45).

S%(f)=0  vf (5.45)

Puesto que la autocovarianza y la autocorrelacién estan relacionadas por la expresiéon Rx (1) = Kx (1) +
m?%, tomando transformada de Fourier se tendrd la ecuacién (5.46) que nos relaciona la densidad espectral
de potencia con el espectro de autocovarianza. La diferencia es que el espectro de autocovarianza no presenta
delta en el origen debido a la media de la senal. La delta en el origen de la densidad espectral de potencia
representa la potencia dc de la senal, el drea bajo el espectro de autocovarianza la varianza o la potencia
ac de la senal y el area debajo de la densidad espectral de potencia la potencia total que sera la suma de
la potencia dc y la potencia ac. En el caso en que la media de sea cero, la densidad espectral de potencia
y el espectro de autocovarianza son iguales.

Sx(f) = Sk (f) +m%d(f) (5.46)

Si Y (¢) es la salida de un sistema LTT estable cuya funcién de transferencia es H(f) y X () es la entrada,
el espectro de autocovarianza de la salida se puede calcular con la ecuacién (5.47).

Sy(f) = [H(f)I*Sk(f) (5.47)

Se definen los espectros de covarianza cruzada para los procesos X (t) e Y (¢) estacionarios en sentido
amplio por separado y de forma conjunta como la transformada de Fourier de las funciones de covarianza
cruzada segin la ecuacién (5.48).

st = [ " Koy (7) exp(—j2n fr)dr

S{“/X(f) = /fo Ky x(1)exp(—j2n fr)dr (5.48)
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Las covarianzas cruzadas se pueden calcular como la transformada inversa de Fourier de los espectros de
covarianza cruzada segin la ecuacién (5.49).

Ko@) = [ Sy etiznsn

Kx(r) = [ sbx(n)e(znrmi (549

Las funciones de covarianza cruzada y los espectros de covarianza cruzada forman par transformado de
Fourier y son por lo tanto totalmente equivalentes.

Los espectros de covarianza cruzada no son en general funciones reales de la frecuencia. Teniendo en cuenta
que la relacién entre las funciones de covarianza cruzada es Kxy (7) = Ky x (—7) tomando transformada de
Fourier llegamos a la ecuacién (5.50) que nos relaciona los espectros de covarianza cruzada. Esta ecuacién
también nos dice que los espectros de covarianza cruzada cumplen la propiedad de simetria conjugada.

Shy (f) =SEx(—f) =S5 x"(f) (5.50)

Particularizando la ecuacién (5.49) para cuando 7 = 0 se obtiene la ecuacién (5.51) que nos permite
calcular la covarianza de X (¢) e Y (¢) a partir de los espectros de covarianza cruzada.

ColX. Y] = Ky (0) = Kyx(0) = [~ 8% (0= [ sha(nar (5.51)

Puesto que la relacién entre la correlacién cruzada y la covarianza cruzada viene dada por Rxy (7) =
Kxy (1) + mxmy o Ryx(7) = Kyx(7) + mxmy, tomando transformada de Fourier se tiene la relacién
entre las densidades espectrales cruzadas y los espectros de covarianza cruzada segin la ecuacion (5.52). En
el caso de que alguna de las medias sean cero o las dos las densidades espectrales cruzadas y los espectros
de covarianza cruzada son iguales.

Sxy(f) = Sky(f)+mxmyd(f)
Syx(f) = Syx(f)+mxmyd(f) (5.52)

Si Y'(¢) es la salida de un sistema LTT estable cuya funcién de transferencia es H(f) y X (t) es la entrada,
los espectros de covarianza cruzada entrada salida vienen dados por la ecuacién (5.53), donde S%(f) es el
espectro de autocovarianza de la entrada.

Skyv(f) = SX(NHH*(f)
Syx(f) = SK(NHH(f) (5.53)

El espectro de autocovarianza de la salida se puede calcular a partir de los espectros de covarianza
cruzada segin la ecuacién (5.54).

Sy(f) = [H(f)I?SK(f) = Sky (N H(f) = Sy x (HH"(f) (5.54)



PROCESOS GAUSSIANOS.

6.1 DEFINICION.

Vamos a observar un proceso X (¢) en un intervalo 0 < ¢ < T'. Supongamos que ponderamos el proceso
estocdstico por una funcién conocida g(t) e integramos el producto en el intervalo de observacién. Esto nos
define una variable aleatoria Y que depende de la realizacién del proceso estocédstico y de la eleccién de
g(t). Vendra dada por la ecuacién (6.1). Se dice que Y es un funcional lineal de X (¢).

T
y = /O o)X ()dt (6.1)

Hay que distinguir los conceptos de funcional lineal y funcién lineal. Una funcién lineal de variables
aleatorias darfa como resultado otra variable aleatoria, segin la ecuacién (6.2). Para cada realizacién de
las variables aleatorias X; se tendrd un valor concreto de la variable aleatoria Y .

N
i=1

Sin embargo en el caso del funcional de la ecuacién (6.1) el valor de la variable aleatoria Y depende del
valor de g(t)X (t) en el intervalo de observacién 0 < ¢ < T. Un funcional depende del valor de una o més
funciones o procesos estocdsticos en un intervalo o intervalos dados, en lugar del valor de un conjunto de
variables. El dominio de definicién de un funcional es un conjunto o espacio de funciones admisibles en
lugar de una regién de un espacio de coordenadas.

Si en la ecuacién (6.1) g(t) es una funcién tal que el valor cuadrético medio de la variable aleatoria Y es
finito y su distribucién estadistica es Gaussiana para cualquier g(t) y cualquier intervalo de observacién,
se dice entonces que el proceso X (t) es Gaussiano. Por lo tanto un proceso X (t) es Gaussiano, si cualquier
funcional de X (¢) es una variable aleatoria Gaussiana.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene distribuciéon Gaussiana si su funcién densidad de probabilidad
viene dada por la ecuacién (6.3), donde my es la media de la variable aleatoria y o3 la varianza. Esta
variable aleatoria queda completamente caracterizada estadisticamente con su media y varianza. En el caso
en el que la media my sea cero y la varianza 0% sea unidad en la figura 6.1 puede verse cual es el aspecto
de la funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria Gaussiana.

) = e [_w;g)}

45
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A fY W)

Figura 6.1 Aspecto de la funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria Gaussiana con
media cero y varianza unidad.

El que un proceso sea Gaussiano tiene muchas ventajas. Se puede trabajar analiticamente de forma
sencilla. Muy a menudo en la naturaleza se encuentran procesos fisicos que se pueden modelar como
procesos Gaussianos. El teorema del limite central nos justifica el uso de procesos Gaussianos para el
caso de fenémenos que se pueden descomponer en muchos elementos independientes con iguales propiedades
estadisticas.

Sean X; un conjunto de variables aleatorias independientes entre si con igual distribucién estadistica
con media m y varianza 2. Dichas variables aleatorias se pueden normalizar para que tengan media cero

y varianza unidad segin la ecuacién (6.4). Las variables Y; son también independientes entre si con igual
distribucién estadistica y con media cero y varianza unidad.

Yi= %(Xi —m) (6.4)

Vamos a definir una nueva variable aleatoria superposicién de las variables aleatorias X; segun la ecuacion
(6.5).

N
Uy = ZXZ' (6.5)
=1

También se puede definir una variable aleatoria superposicién de las variables normalizadas Y; y también
normalizada de modo que tenga media cero y varianza unidad segin la ecuacién (6.6). Resulta que Vi es la
versién normalizada de Uy con media cero y varianza unidad, por lo tanto tendran la misma distribucién
estadistica.

1 N
Vv = ; Y; (6.6)

La relacién entre Uy y Vv se puede deducir sustituyendo la ecuacién (6.4) en la ecuacién (6.6) resultando
la ecuacién (6.7). Segiin esta ecuacién Uy tiene de media mN y de varianza No>

Uy = oV NVy +mN (6.7)
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X () Y (t)

h(t) I

Figura 6.2 La salida de un sistema LTI estable a una entrada Gaussiana es Gaussiana.

El teorema del limite central nos dice que segin N — oo la variable aleatoria Vjy se aproxima a una
variable aleatoria Gaussiana con media cero y varianza unidad. Entonces la variable aleatoria Uy compo-
sicién de las variables X; iniciales va a ser una variable aleatoria con distribuciéon Gaussiana de media mN
y de varianza No2.

Hay que tener en cuenta que es una aproximacién y que solo para cuando N es muy grande las variables
Un y VN se comportan como Gaussianas. Para N més pequeno el error puede ser considerable.

6.2 PROPIEDADES DE LOS PROCESOS GAUSSIANOS.

1. Si se aplica un proceso Gaussiano X (t) a la entrada de un sistema LTI estable, su salida Y (¢) es
también Gaussiana.

Sea el sistema el de la figura 6.2. La relacién entre el proceso de entrada y el de salida viene dada por
la integral de convolucién en el dominio del tiempo segin la ecuacién (6.8).

Y(t) = /OO h(t — 1) X(7)dr o0 <t < oo (6.8)

— 00

Vamos a suponer que h(t) es tal que el valor cuadritico medio de la senal de salida es finito en
el intervalo —co < t < oo. Para demostrar que el proceso estocdstico de salida Y'(t) es Gaussiano
habra que demostrar que cualquier funcional de ese proceso es una variable aleatoria Gaussiana. Para
ello sea gy (t) una funcién arbitraria pero conocida definida en el intervalo —oco < t < co y sea un
intervalo cualquiera t, < t < t,. Vamos a definir un funcional para el proceso de salida Y (t), para esa
funcién gy (t) y ese intervalo segin la ecuacién (6.9). Z va a ser una variable aleatoria que habrd que
demostrar que es Gaussiana. Entonces puesto que es un funcional cualquiera del proceso de salida, este
serd Gaussiano.

7= / " o (Y (t)dt (6.9)

a

Sustituyendo la ecuacién (6.8) en la ecuacién (6.9) se tiene la ecuacién (6.10).

N
|

/ttb gy (%) /_O; h(t — )X (7)drdt

a

/ h { /tt v (At — T)dt} X (r)dr (6.10)

— 00

La integral dentro de los corchetes en la ecuacién (6.10) es una funcién conocida de 7, puesto que gy (t)
es conocida y h(t) también, por lo tanto si a dicha funcién de 7 la llamo ¢(7) segun la ecuacién (6.11),
la ecuacién (6.10) pasa a ser la ecuacién (6.12).

g(r) = /t ' gy (O)h(t — 7)dt (6.11)

a
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Z = /00 g(T) X (T)dr (6.12)

— 00

La ecuacién (6.12) es un funcional del proceso X (t) para la funcién g(t) definida por la ecuacién (6.11)
y para el intervalo —oo < t < oo. Puesto que se partia de que X (t) era un proceso Gaussiano, entonces
cualquier funcional de X (t) es una variable aleatoria Gaussiana. Por lo tanto como hemos puesto la
variable Z como un funcional de X (¢), es una variable aleatoria Gaussiana. Ya que segin la ecuacién
(6.9) Z era un funcional cualquiera del proceso Y (t) y puesto que Z es Gaussiana, queda demostrado
que Y (t) es Gaussiano y que por lo tanto la salida de un sistema LTT estable para una senal Gaussiana
es también Gaussiana.

Esta propiedad también se cumple si se supone para el sistema linealidad y estabilidad, pudiendo ser
variante en el tiempo.

Un conjunto de variables aleatorias muestra X (t1), X (t2),..., X (¢,) de un proceso Gaussiano X ()
son Gaussianas. Ademads este conjunto de variables aleatorias Gaussianas son también Gaussianas de
forma conjunta.

Si X es el vector de variables aleatorias y viene dado por la ecuacién (6.13), x es un vector de variables
independientes y viene dado por la ecuacién (6.14), myx es el vector de las medias de las variables
aleatorias y viene dado por la ecuacién (6.15) y Kx es la matriz de covarianza dada por la ecuacién
(6.16), la funcién densidad de probabilidad conjunta para esas variables aleatorias Gaussianas tomadas
muestreando el proceso estocdstico viene completamente determinada por la ecuacién (6.17), donde
|K x| es el determinante de la matriz de covarianza y K3 es la inversa.

[ X(t1)
X(t2)
X = (6.13)
| X(tn) |
T2
x = (6.14)
(i) T
mx (t2)
my = E[X] = (6.15)
L mx(tn) i
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0% (t1) oo Cov[X(t1), X (tn)]
- z z (6.16)
Cov[X (t,), X(t1)] .. % (t,)
1 1 Tre—1
fx(x) = —5(x—mx) Ky (x —my)] (6.17)

n) T ] P2

Las ecuaciones (6.13), (6.14), (6.15) y (6.16) para el caso particular n = 1 (usamos la notacién X =
X (t1) para simplificar) pasan a ser las ecuaciones (6.18), (6.19), (6.20) y (6.21) respectivamente.
Teniendo en cuenta las ecuaciones (6.22) y (6.23) y sustituyendo esas ecuaciones en la ecuacién (6.17)
se obtiene la ecuacién (6.24), que es la funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria
Gaussiana como ya habfamos visto.

X = [X] (6.18)

x = [z] (6.19)
my = [mx] (6.20)
Kx = [0%] (6.21)
Kx|=o0% (6.22)
Ky = ngj (6.23)

1 [_l(az—mx)z}

fx(@) = V2ro P17y o2
X X

(6.24)

Las ecuaciones (6.13), (6.14) y (6.15) para el caso particular n = 2 (usamos la notacién X = X (¢;)
e Y = X(t3) para simplificar) pasan a ser las ecuaciones (6.25), (6.26) y (6.27) respectivamente. La
covarianza se puede poner utilizando el coeficiente de correlacién y las desviaciones estandar de X e Y
segin la ecuacién (6.28), entonces la ecuacién (6.16) ahora es la ecuacién (6.29). Teniendo en cuenta las
ecuaciones (6.30) y (6.31) y sustituyendo esas ecuaciones en la ecuacién (6.17) se obtiene la ecuacién
(6.32), que es la funcién densidad de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias Gaussianas.

X

X = (6.25)
| Y
[z

x = (6.26)
L Y
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mx
my
Cov[X,Y] = poxoy (6.28)
2
Ox pPOxX0Oy
Ky = (6.29)
POXOY 0’%
Kx| = o%oy — pPokoy = axoy(1—p?) (6.30)
% —p
1 Tx OX0Oy
Kyl = 6.31
X 1 7p2 —p s ( )
OxXOoOy 0’3,
Fxv(@,0) ! (- |
xy(x,y) = exXpy ————=| T —mx Yy—my
2roxoyy/1— p? 2(1—-p?)
1
@ oxOoy r—mx
oxoy  oT y—my
1 1 (r —mx)?
= exp 4 — 5 5
2roxoyy/1— p? 2(1—p?) Ox
rT—m —-m —my)?
OxXO0Oy Oy

En el caso de que X e Y sean incorreladas p = 0 y por lo tanto la ecuacién (6.32) pasa a ser la
ecuacion (6.33) y como puede verse queda el producto de las funciones marginales y se tiene que z e
y son independientes.

_ 2 _ 2
o) = g exp | < Wl | ) )

(6.33)

3. Un proceso estacionario en sentido amplio Gaussiano es estacionario en sentido estricto.

Se sigue inmediatamente de la segunda propiedad, puesto que la media y la covarianza identifican
la funcién densidad de probabilidad, los conceptos de estacionariedad en sentido amplio y en sentido
estricto coinciden.

4. Si se toman n muestras de un proceso estocdstico Gaussiano X (¢t), X (¢1), X (t2), ..., X(t,) y resul-
ta que son variables aleatorias incorreladas segin la ecuacién (6.34) entonces son estadisticamente
independientes.
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E[(X(te) —mx (t)(X(t:) =mx(t:)] =0 i#k (6.34)
En el caso de que las variables aleatorias X (¢1), X (¢2),..., X (t,) sean incorreladas, la matriz de cova-

rianza es diagonal y viene dada por la ecuacién (6.35), el determinante de esa matriz es el producto
de los elementos de la diagonal segiin la ecuacién (6.36) y la inversa es otra matriz diagonal cuyos
elementos son los inversos de los elementos de la diagonal de la matriz de covarianza, segin la ecuacion

(6.37).
[ Ug((tl) 0
0 Ug((tQ)
Ky =
0 0
|KX‘ = O’?{(tl)agf(tz) .
_ 0-21 0
X (t1)
0 =
X(t2)
Ky =
0 0

2
OX(t,) 4

2
OX(tn)

1

2
X (tn) J

(6.35)

(6.36)

(6.37)

Sustituyendo estas ecuaciones en la funcién densidad de probabilidad conjunta se tendra el desarrollo
de la ecuacién (6.38) y por lo tanto como la funcién densidad de probabilidad conjunta es igual al
producto de las marginales, las variables aleatorias son independientes como se queria demostrar.

I
(277)5 H OX(t;) o

1 [ IZ (xi_mX(ti))

|

n 2
@m% [[oxey L “=1 7X@
i=1

1 [ 1($imx(ti))2]
= e .

1 _
exp —i(x — mX)TKX 1(x — mx)]

(6.38)






RUIDO.

7.1 TIPOS DE RUIDO.

El término ruido se utiliza cominmente para designar las senales no deseadas que aparecen en los sistemas
de comunicaciones y sobre las que no tenemos ningin control.

Existen dos tipos de ruido:

= Ruido externo al sistema, como por ejemplo ruido atmosférico, ruido galdctico y ruido producido por
el hombre.

= Ruido interno al sistema. El mas importante es el debido a las fluctuaciones aleatorias de los portadores
dentro de los dispositivos utilizados.

El ruido interno esté presente en todos los sistemas de comunicaciones y fija una limitacién en la trans-
misién y deteccién. Los dos tipos méas comunes de este ruido son ruido impulsivo o ruido Shot y ruido
térmico.

7.1.1 Ruido Impulsivo.
Es debido a la naturaleza discreta del flujo de corriente.

Vamos a suponer que tenemos un circuito con un diodo de vacio como el que puede verse en la figura
7.1.

El cdtodo se calienta de forma que emita electrones y el d&nodo se mantiene positivo respecto al catodo
de forma que capte electrones. La diferencia de potencial entre el anodo y catodo suponemos que es

Anodo

—— Q Diodo de vacio

Catodo

Figura 7.1 Diodo de vacio donde aparece el ruido tipo Shot.

53
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erveal ()

Figura 7.2 Equivalente Thevenin de una resistencia ruidosa.

suficientemente grande como para que los electrones sean emitidos por el citodo de forma termoidnica y
son captados por el anodo. Los efectos de carga espacial se suponen despreciables.

La corriente vendré dada por la tasa efectiva de electrones emitidos por el cdtodo. Si se considera la
corriente como la suma de la sucesion de impulsos de corriente debidos a la transicién de un electrén desde
el catodo hasta el anodo, se puede ver que el valor cuadratico medio de las componentes fluctuantes y por
lo tanto ruidosas de la corriente viene dado por la ecuacién (7.1), donde e = 1,59 107°C es la carga del
electrén, Iy es la corriente media medida en amperios y Af es el ancho de banda considerado en Hz. Esta
férmula se denomina férmula de Schottky.

E[IZN] = 2elyAf[Amp?] (7.1)

El tiempo medio de transicién de un electrén desde el catodo hasta el dnodo es de 1072 s. A partir de
la férmula si la frecuencia de trabajo es pequena comparada con el inverso del tiempo de transicién del
electrén, este tipo de ruido se puede despreciar.

Se puede aplicar el teorema del limite central pues el nimero de electrones que llegan al dnodo es muy
elevado y se pueden considerar con iguales parametros estadisticos e independientes. Entonces el ruido de
tipo Shot es Gaussiano con media cero.

7.1.2 Ruido Térmico.

El ruido térmico es el nombre dado al ruido eléctrico debido al movimiento aleatorio de los electrones
en un conductor. El valor cuadrédtico medio de la tensién medida en los terminales de una resistencia
viene dado por la ecuacién (7.2), donde Af es el ancho de banda, K la constante de Bolzmann que vale
1,38 10723 J/K, T es la temperatura absoluta en Kelvin y R es la resistencia en .

E[VEN] = AKTRAf[V olt?] (7.2)

Se puede modelar una resistencia mediante el circuito equivalente de Thevenin como se puede ver
en la figura 7.2. Es una resistencia sin ruido de valor R en serie con un generador de tensién de ruido de
valor cuadrético medio E[VZy].

Equivalentemente se puede utilizar el circuito equivalente de Norton de la figura 7.3. Es una con-
ductancia sin ruido de valor G = 1/R en paralelo con una fuente de corriente ruidosa de valor cuadratico
medio E[I% ], que viene dado por la ecuacién (7.3).
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epzy () G

Figura 7.3 Equivalente Norton de una resistencia ruidosa.
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Figura 7.4 Densidad espectral de potencia del ruido blanco.

Bl ) = 1y B[Viy] = AKTGA flAmp? (7.3)

Al igual que ocurria con el ruido tipo Shot, debido a que el niimero de electrones en el conductor es muy
elevado, tienen igual propiedades estadisticas y son independientes entre si, se puede aplicar el teorema del
limite central y entonces el ruido térmico es Gaussiano con media cero.

Los célculos se suelen hacer con potencia transferida. Normalmente se utiliza ademas el teorema de
maxima potencia transferida, que dice que la potencia transferida a una carga R por una fuente con
impedancia interna R ocurre cuando R = Ry . Bajo esta condicién la potencia de la fuente se reparte por
igual en la impedancia interna de la fuente y en la carga. La potencia disipada por la carga, que es la que
nos interesa, se denomina en este caso potencia disponible y es la méxima posible que puede transferirse
a una carga. La potencia de ruido disponible viene dada por la ecuacién (7.4).

Pry = KTAf[W] (7.4)

7.1.3 Ruido Blanco.

El anélisis del ruido en los sistemas de comunicaciones se basa en una forma idealizada de ruido llamado
ruido blanco, cuya densidad espectral de potencia es constante y no depende de la frecuencia. Se denomina
blanco por analogia con la luz blanca que contiene componentes luminosas a todas las frecuencias con igual
peso. La densidad espectral de potencia viene cada por la ecuacién (7.5) y puede verse gréficamente en la
figura 7.4.
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R (1)

= T

Figura 7.5 Autocorrelacién del ruido blanco.

El factor % se introduce en la ecuacién (7.5) para indicar que la potencia se reparte por igual en frecuencias
positivas y negativas. El valor Ny viene dado en W/Hz. Este ruido no existe en la naturaleza puesto que
su potencia media es infinita. Ny se puede entender como la potencia media de ruido por unidad de ancho
de banda.

Si se calcula la transformada inversa de Fourier de la densidad espectral de potencia se tendra la auto-
correlacién que viene dada por la ecuacién (7.6) y puede verse gréficamente en la figura 7.5. Puesto que la
autocorrelacién es cero para cualquier valor de 7 excepto en el origen, se deduce que dos senales cualesquiera
de ruido blanco estan incorreladas.

Rw (7) = —-0(7) (7.6)

Si ademas el ruido es guassiano, dos senales cualesquiera de ruido son estadisticamente independientes.
El ruido blanco es ttil en el analisis de sistemas de comunicaciones debido a que es muy sencillo trabajar
con él gracias a sus propiedades. Interesa saber cual es la salida de un sistema cuando a la entrada hay
ruido blanco. Si el ruido de entrada tiene un ancho de banda mayor que el ancho de banda del sistema, se
puede sustituir el ruido a la entrada por ruido blanco, entonces el ruido a la salida es aproximadamente el
mismo.

7.2 ANCHO DE BANDA EQUIVALENTE DE RUIDO O
RECTANGULAR.

La potencia promedio del ruido de salida de un sistema paso bajo con ancho de banda equivalente
de ruido o rectangular B cuando la entrada es ruido blanco es proporcional a dicho ancho de banda.

Si la densidad espectral de ruido a la entrada es Sy (f) = %, el ruido total a la salida suponiendo que
H(f) es la funcién de transferencia del sistema viene dado por la ecuacién (7.7), donde se ha supuesto que
la respuesta al impulso h(t) es real y por lo tanto |H(f)| par.

_No
2

> 2 o o 2
N / H(f)df = N / H(f)df (7.7)

—0o0

Si ahora tenemos la misma fuente de ruido y un filtro ideal paso bajo con ancho de banda B y amplitud
en el origen la misma que el sistema |H(0)|, la potencia de ruido a la salida vendra dada por la ecuacién
(7.8).

N = NoB|H(0)? (7.8)
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Figura 7.6 Definicién del ancho de banda equivalente de ruido para un sistema paso bajo.

HAF

I LHEN

Figura 7.7 Definicién de ancho de banda equivalente de ruido para un sistema paso banda.

Para que la potencia de ruido sea la misma en ambos casos igualando las ecuaciones (7.7) y (7.8) y
despejando el valor de B se tiene la ecuacién (7.9).

- By

Por lo tanto el calcular el ancho de banda equivalente de ruido consiste en reemplazar el sistema paso
bajo por un filtro ideal de ancho de banda el que se desea calcular y con amplitud el valor de la amplitud
de la funcién de transferencia del sistema en el origen de modo que la potencia de ruido a la salida sea la
misma cuando a la entrada hay ruido blanco. Esto puede verse en la figura 7.6.

Procediendo de forma similar para un sistema paso banda el ancho de banda equivalente de ruido o
rectangular viene dado por la ecuacién (7.10) y puede verse gréficamente en la figura 7.7, donde f. es la
frecuencia central de la banda de paso del sistema.

S H(f)12df

B="aip (7.10)

7.3 RUIDO DE BANDA ESTRECHA.

7.3.1 Definicidn.

En el receptor de los sistemas practicos de comunicaciones que utilizan portadora, la senal de interés,
junto con el ruido se suele procesar por filtros muy selectivos para dejar pasar unicamente la banda de
frecuencias de interés, pero no el ruido fuera de dicha banda. Un filtro de este tipo suele ser un filtro de
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Sn()

Figura 7.8 Ejemplo de ruido de banda estrecha en el dominio de la frecuencia.
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Figura 7.9 Ejemplo de ruido de banda estrecha en el dominio del tiempo.

banda estrecha para el que su frecuencia central es grande comparada con su ancho de banda. El ruido que
aparece tras este tipo de filtros se denomina ruido de banda estrecha y un ejemplo de él puede verse en
la figura 7.8 en el dominio de la frecuencia (densidad espectral de potencia) y en la figura 7.9 en el dominio
del tiempo (una muestra del proceso estocdstico ruidoso).

Consideremos un ruido n(t) a la salida de un filtro paso banda de banda estrecha como respuesta a
un ruido blanco, Gaussiano, de media cero y densidad espectral de potencia unidad, w(t). Si H(f) es la
funcién de transferencia de ese filtro se tiene que la densidad espectral de potencia de ese ruido a la salida

del sistema vendra dada por la ecuacién (7.11). En realidad cualquier ruido paso banda de banda estrecha
se puede modelar como la salida de cierto sistema al que se aplica a su entrada ruido blanco.

Sn(f)=[H()P (7.11)

Se quiere representar el ruido n(t) de banda estrecha en términos de sus componentes en fase y cuadratura
de forma similar a como se hizo con senales deterministicas paso banda.

Vamos a suponer que f. es la frecuencia central de la banda del ruido. La senal analitica positiva del
ruido n4 (t) se puede definir por la ecuacién (7.12), donde 7(t) es la transformada de Hilbert del ruido (de
la muestra del ruido).

ny(t) = n(t) + jn(t) (7.12)

La envolvente compleja del ruido 7(t) se puede calcular con la ecuacién (7.13).

A(t) = n (t) exp(—j2 .t) (7.13)
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La parte real de la envolvente compleja es la componente en fase n.(t) y la parte imaginaria es la

componente en cuadratura n,(t), es decir se tiene la ecuacion (7.14).

ﬁ(t) = nc(t) + jns(t) (7.14)

Otras expresiones para la componente en fase y la componente en cuadratura son las de las ecuaciones

(7.15) v (7.16).

ne(t) = n(t) cos(2m fet) + n(t) sin(27 fet) (7.15)

ns(t) = n(t) cos(2m ft) — n(t) sin(27 fet) (7.16)

Eliminando 7.(t) en las ecuaciones (7.15) y (7.16) se llega a la forma canénica del ruido paso banda que

(
es la ecuacién (7.17)

n(t) = ne(t) cos(2m fet) — ns(t) sin(27 fe.t) (7.17)

7.3.2 Propiedades.

1.

Si el ruido paso banda n(t) tiene media cero, sus componentes en fase y cuadratura también tienen
media cero.

1

n(t) se calcula pasando el ruido n(t) a través de un sistema cuya respuesta al impulso es h(t) = =,

por lo tanto si n(t) tiene media cero 7(t) también tiene media cero.

Segtin las ecuaciones (7.15) y (7.16), n.(t) y ns(t) son sumas ponderadas de n(t) y 7(t), por lo tanto
como n(t) y 7n(t) tienen media cero se deduce que n.(t) y ns(t) también tiene media cero como se
queria demostrar.

Si el ruido paso banda n(t) es Gaussiano, entonces sus componentes en fase y cuadratura n.(t) y ns(t)
son Gaussianas cada una de ellas y ademdas conjuntamente Gaussianas.

f(t) se calcula pasando el ruido n(t) a través de un sistema cuya respuesta al impulso es h(t) = %,
por lo tanto si n(t) es Gaussiano n(t) también y ademds n(t) y n(t) son conjuntamente Gaussianos.

Segtin las ecuaciones (7.15) y (7.16), n.(t) y ns(t) son combinacién lineal de n(t) y 7(t), por lo tanto
como n(t) y 7(t) son Gaussianos y conjuntamente Gaussianos se deduce que n.(t) y ns(t) también son
Gaussianos y conjuntamente Gaussianos como se queria demostrar.

Sin(t) es estacionario en sentido amplio y de media cero, entonces sus componentes en fase y cuadratura
ne(t) y ns(t) son estacionarios en sentido amplio y ademds conjuntamente estacionarios en sentido
amplio.

Por la primera propiedad la medias de n.(t) y ns(t) son cero y por lo tanto no dependen del tiempo.
Vamos a ver que ocurre con las funciones de autocorrelacién.

7(t) se calcula pasando el ruido n(t) a través de un sistema cuya respuesta al impulso es h(t) = %, por
lo tanto si n(t) es estacionario en sentido amplio 7(t) también y ademds n(t) y 72(t) son estacionarios
en sentido amplio de forma conjunta.
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Pero ahora aunque por las ecuaciones (7.15) y (7.16), n.(f) y ns(t) son combinacién lineal de n(t)
y 7i(t), como los coeficientes cos(27 f.t) y sin(2nf.t) dependen del tiempo, no se puede deducir la
estacionariedad de n.(t) y ns(t) directamente.

Sea Ry () la funcién de autocorrelacién del ruido n(t). Puesto que la transformada de Hilbert tnica-
mente modifica la informacién de fase del ruido y la autocorrelacién solo depende de la informacion
de amplitud, se tiene directamente la ecuacién (7.18).

RN(T) ZRN(T) (7.18)

Para calcular la correlacién cruzada de n(t) con n(t), Ry (7), se tiene el desarrollo de la ecuacién
(7.19).

Rys(r) = E[n(tmﬁ(t)}E[n(tﬂ)}T | ]

_ / Eln t+7’)3n / RNt+T*>\)d)\

R P W TS B NCY Y
- —dh=d\ | Tx) N7

_ LT RN = —Ry(7) (7.19)

T ) T—A

Ahora para calcular la correlacién cruzada de 7(t) con n(t), Ry (7) se tiene el desarrollo de la ecuacién
(7.20).

Ryn(1) = Ryg(=7)=—Rn(-7)
B 1 [ BRnv(\) ,, | AM==A
LR e LT R
T ) —T+A T ) oo T—A
= Rn(7) (7.20)

Usando las ecuaciones (7.18), (7.19) y (7.20) se puede determinar la autocorrelacién de la componente
en fase segtin el desarrollo de la ecuacién (7.21). Como no depende de ¢ la componente en fase es
estacionaria en sentido amplio.

Ry (1) = Elne(t+7)nc(t)]
= Eln(t+7)cos2nf.(t+ 7)) +n(t+7)sin2nf.(t + 7)))
(n(t) cos(2m fet) + n(t) sin(27 fet))]
Ry (7T)[cos(2m fo(t + 7)) cos(2m fot)
sin(2w fo(t + 7)) sin(27 f..t)]
Ry (7)[sin(27 fo(t 4 7)) cos(27 fot)
—  cos(2mfo(t + 7)) sin(27 fot)]
= Rn(7)cos(2nf.7) 4+ Ry (7) sin(2n for) (7.21)

+ o+
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Usando las ecuaciones (7.18), (7.19) y (7.20) se puede determinar la autocorrelacién de la componente
en cuadratura segin el desarrollo de la ecuacién (7.22). Como no depende de t la componente en
cuadratura es estacionaria en sentido amplio.

Ry (1) = Elng(t+7)ns(t)]
= E[(A(t 4 7) cos(2m fo(t + 7)) — n(t + 7) sin(27 fo(t 4+ 7)))
((t) cos(2m fet) — n(t) sin(2 fct))]
Ry (7)[cos(2m fo(t + 7)) cos(2m fet)
sin(27 fe (¢ 4 7)) sin (27 fct)]
Ry (7)[sin(27 fo(t 4 7)) cos(27 ft)
—  cos(2mfo(t + 7)) sin(27 f.t)]
RN (7) cos(27 f.7) 4+ Ry (7) sin(2n for) (7.22)

+ +

Comparando las ecuaciones (7.21) y (7.22) se puede ver que la autocorrelacién de la componente en
fase y la de la componente en cuadratura coinciden, es decir se tiene la ecuacién (7.23).

Ry, (1) = Rn,(7) (7.23)

Usando las ecuaciones (7.18), (7.19) y (7.20) se puede determinar la correlacién cruzada de la com-
ponente en fase con la componente en cuadratura segin el desarrollo de la ecuacién (7.24). Como no
depende de t la componente en fase y cuadratura son conjuntamente estacionarias en sentido amplio.

Rn,N.(T)

En(t + 1)ns(t)]
= FEln(t+7)cos2rf.(t+ 7)) +n(t+7)sin2nf.(t + 7)))
(A(t) cos (27 fet) — n(t) sin(2m fet))]
= Rn(7)[sin(27 fe(t + 7)) cos(2n f.t)
— cos(2m fo(t + 7)) sin(27 fet)]
+  Rn(7)[— cos(2mfo(t + 7)) cos(2n f.t)
— sin(2rfo(t + 7)) sin(27 fot)]
= Rn(7)sin(2rf.r) — Ry (7) cos(27 f.7) (7.24)

La correlacion cruzada de la componente en cuadratura con la componente en fase viene dada por la
ecuacién (7.25).

Ry,n.(7) = By.n.(-7)
= Ry(—7)sin(=2nf.7) — Ry (—7) cos(—2m fo1)
= Rn(7)cos(2nf,7) — Ry(7)sin(2n fo) (7.25)

Comparando las ecuaciones (7.24) y (7.25) se puede ver que cual es la relacién entre la correlacién
cruzada de la componente en fase y la componente en cuadratura y la correlacién cruzada de la
componente en cuadratura y la componente en fase segin la ecuacién (7.26).

Rn.n, (1) = —Rn,n.(7T) (7.26)
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Su(®

2B 2B

Figura 7.10 Densidad espectral de potencia del ruido paso banda, Sy (f).

Sn(f-fo)

-B ‘ B 2f.

Figura 7.11 Densidad espectral de potencia de Sy (f — fc).

La componente en fase y la componente en cuadratura tienen la misma densidad espectral de potencia
que viene dada por la ecuacién (7.27). Donde se supone que Sy (f) ocupa el intervalo de frecuencias
fe=BZ|fI<fe+ByB< fe.

SN(f_fc)+SN(f+fc) _BSfSB
Sn.(f) = Sn.(f) = (7.27)
0 en el resto

Se puede utilizar el desarrollo de la ecuacién (7.28) para calcular la transformada de Fourier de RN(T),
donde Sy (f) es la densidad espectral de potencia del ruido.

F[RN(T)] = —j sgn(f)F[RN(T)] = —j sgn(f)Sn(f) (7.28)

Teniendo en cuenta las (7.22), (7.23) y (7.28), se puede determinar la densidad espectral de la compo-
nente en fase y cuadratura siguiendo el desarrollo de la ecuacién (7.29).

Sw.(f) = Sw(f) = 5N — Fo) + Su(f + £

— SISNU 1) sgn(f — f) = Sw(f + fe) san(f + o)
= S(F— FlL— sgn(f — £.)]
+ %SN(er f)l+ sgn(f + fe)] (7.29)

Suponiendo que la densidad espectral de potencia del ruido paso banda, Sy(f) sea la que se puede
ver en la figura 7.10, entonces Sy (f — f.) serd desplazar hacia la derecha f. dicha densidad espectral
como puede verse en la figura 7.11 y Sy (f + f.) desplazar hacia la izquierda f. como puede verse en
la figura 7.12. La funcién 1 — sgn(f — f.) puede verse en la figura 7.13 y la funcién 1+ sgn(f + f.) en
la figura 7.14. Estas dos tltimas funciones tienen amplitud 2 que se va con el factor % de la ecuacion
(7.29). Teniendo en cuenta las figuras 7.11, 7.12, 7.13 y 7.14 se puede ver que las ecuaciones (7.27) y
(7.29) son iguales quedando demostrada la propiedad.
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Sy(f+f)
2B
o,
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Figura 7.12 Densidad espectral de potencia de Sy (f + fc).

1-sgn(f -f,)

Y

» f
fe
Figura 7.13 Funcién 1 — sgn(f — f¢).
1+sgn(f +f
1 (f+f.)
2

Figura 7.14 Funcién 1+ sgn(f + fe).
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Si un ruido de banda estrecha n(t) tiene media cero, entonces la componentes en fase n.(t) y la
componente en cuadratura n,(t) tienen la misma varianza que n(t).

Por la primera propiedad si el ruido n(t) tiene media cero, las componentes en fase y cuadratura también
tienen media cero. El drea debajo de la densidad espectral de potencia es igual al valor cuadratico medio,
pero por tener medias cero, entonces el valor cuadréatico medio y la varianza coinciden, por lo tanto
el drea debajo de la densidad espectral de potencia es la varianza tanto para el ruido n(t) como para
las componentes en fase y cuadratura. Segin la ecuacién (7.27) puede verse que el drea debajo de la
densidad espectral de potencia de n(t) coincide con el drea debajo de la componente en fase n.(t) y
con el drea debajo de la componente en cuadratura ng(t). Entonces las varianzas serdn iguales segin
lo dicho anteriormente.

La densidad espectral cruzada de las componentes en fase y cuadratura viene dada por la ecuacion
(7.30).

JSn(f+fe)=Sn(f—1f)] -B<f<B
SnN,(f) = =Sn.n.(f) = (7.30)
0 en el resto

Tomando transformada de Fourier a las ecuaciones (7.24) y (7.25) se tiene el desarrollo de la ecuacién
(7.31).

Svon () = =Sxw(f) = —L[85( = f) = Sw(f + £
£ 1SN ) sanf — £+ Sn(F + £2) son(F + 1)
= LSn(F+ A+ son(s + £)]
~ Lsn(f - gl - son(s - 1) (7.31)

Teniendo en cuenta las figuras 7.11, 7.12, 7.13 y 7.14 se puede ver que las ecuaciones (7.30) y (7.31)
son iguales quedando demostrada la propiedad.

Si un ruido paso banda n(t) es Gaussiano con media cero y su densidad espectral de potencia Sy (f)
es localmente simétrica alrededor de =+ f., su componente en fase n.(t) y su componente en cuadratura
ns(t) son estadisticamente independientes.

Si Sy (f) es localmente simétrica respecto a +f, se cumple la ecuacién (7.32).

Sn(f—fe)=Sn(f+/f) para—B<f<B (7.32)

Si se calcula la densidad espectral cruzada Sy, v, (f) = —Sn.n, (f) utilizando la ecuacién (7.30) y se
tiene en cuenta la ecuacién (7.32) es igual a cero. Por lo tanto se tiene la ecuacién (7.33) y entonces la
componente en fase n.(t) y la componente en cuadratura ns(t) son ortogonales.

E[Nc(tk + T)Ng(tk)] =0 \u (7.33)

Si n(t) es guassiano con media cero, por la primera y segunda propiedad n.(t) y ns(t) son también
Gaussianos y con media cero y ademds conjuntamente Gaussianos. Por ser n.(t) y ns(t) ortogonales y
con media cero son también incorrelados y por ser Gaussianos estadisticamente independientes como
se queria demostrar.

Por lo tanto se puede poner la funcién densidad de probabilidad conjunta de la componente en fase y
de la componente en cuadratura como el producto de las marginales segin la ecuacién (7.34).
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ch(tk)(nc)fNS(ti)(ns)
1 . ( n? > 1 . ( n? >
V2oro P 202 ) \2nc P 202

1 n2 4+ n2
_ _ e S . 4
oma? P ( 202 ) (7:34)

fNC(tk)Ns(tq‘,)(ncvns)

7.3.3 Representacion de un Ruido de Banda Estrecha en
Funcion de su Envolvente y Fase.

Se ha considerado la representacién de un ruido de banda estrecha n(t) en términos de la componente
en fase n.(t) y la componente en cuadratura n,(t). También se puede representar el ruido n(t) en términos

de la envolvente r(t) y la fase 9(t). La expresién del ruido n(t) en funcién de la envolvente y la fase puede
verse en la ecuacién (7.35).

n(t) = r(t) cos(2m fet + (1)) (7.35)

La relacion entre la envolvente y la fase y las componentes en fase y cuadratura puede verse en la ecuacién
(7.36) y (7.37).

r(t) = /n2(t) + ni(t) (7.36)

%(t) = arctan (" (t)> (7.37)

ne(t)

Si se desea saber cual es la relacién entre las componentes en fase y cuadratura y la envolvente y fase se
pueden utilizar las ecuaciones (7.38) y (7.39).

ne(t) = r(t) cos(¢(t)) (7.38)

ns(t) = r(t) sin(y(t)) (7.39)

Vamos a suponer que el ruido n(t) es Gaussiano y de media cero, entonces por la primera y segunda
propiedad se tiene que las componentes en fase y cuadratura también son Gaussianas y de media cero. Nos
interesa saber cual es la distribucién estadistica de la envolvente y de la fase. Sean N. y Ny las variables
aleatorias obtenidas a partir de la componente en fase y de la componente en cuadratura fijando un instante
determinado del tiempo. Suponiendo que se pueda aplicar la propiedad siete, dichas variables aleatorias
son Gaussianas independientes, con media cero y varianza o2, la funcién densidad de probabilidad conjunta
dada por la ecuacién (7.40).

1 n? +n?
ch,Ns (nmns) = DY) eXp (_ 252 ) (740)
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dng

dn.

Y

Ne

Figura 7.15 Para el cdlculo de la probabilidad de estar en la zona rayada para N. y Ns.

do
dr

Figura 7.16 Para el calculo de la probabilidad de estar en la zona rayada para Ry W.

La probabilidad de que la variable aleatoria N. suceda entre n. y n. + dn. y N, suceda entre ng y
ns + dng, se decir, la zona rayada de la figura 7.15 viene dada por la ecuacién (7.41).

2 2
e T

= )dnc dng (7.41)
o

1
meNs (nwns)dncdns = ﬁexp (

Si definimos la transformacién de la ecuacion (7.42), el drea de la zona rayada de la figura 7.15 se puede
igualar de forma diferencial al drea rayada de la figura 7.16 es decir se cumplirfa la ecuacién (7.43).

ne=rcosty r=/nZ+n2

(7.42)
ng = rsinty 1 = arctan (Z—C)

dne dng = r dr dip (7.43)
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Si se definen las variables aleatorias R y ¥ obtenidas a partir de la envolvente y la fase fijando un instante
de tiempo, la probabilidad de la ecuacién (7.41) se puede poner segin la ecuacién (7.44).

2

r T
552 &XP (_W> dr dy (7.44)

Por lo tanto a partir de la ecuacién (7.44) se puede deducir que la funcién densidad de probabilidad
conjunta de las variables aleatorias R y ¥ viene dada por la ecuacién (7.45).

frw(r, ) g eXP( T2> (7.45)

~ 2102 202

La funcién densidad de probabilidad de la ecuacién (7.45) no depende la variable aleatoria angular 1,
por lo que se puede deducir que R y ¥ son estadisticamente independientes. Entonces la funcién densidad
de probabilidad conjunta se puede poner como el producto de las marginales segtn la ecuacién (7.46).

fruw(r,¥) = fr(r)fu(y) (7.46)

Se tiene que la variable aleatoria R solo tiene sentido para valores positivos y la variable aleatoria ¥ para
valores en un intervalo de 27, por ejemplo de 0 a 27 y en particular esta ultima es una variable aleatoria
uniforme, es decir su funcién densidad de probabilidad estd dada por la ecuacién (7.47). La funcién densidad
de probabilidad de la envolvente viene dada por la ecuacién (7.48).

% 0<y<2r

fo(¥) = (7.47)

0  para el resto

fr(r) = o (_2%) =t (7.48)

0 para el resto

Una variable aleatoria con una funcién densidad de probabilidad como la dada en la ecuacién (7.48) para
R, se dice que tiene distribucion de Rayleigh.

Si la normalizamos respecto a ¢ para dibujarla utilizando el cambio de variable de la ecuacién (7.49) y si
tenemos en cuenta que para que el drea debajo de la funcién densidad de probabilidad siga siendo unidad
es necesario realizar el escalado en amplitud de se indica en la ecuacién (7.50), la funcién de distribucién
normalizada de Rayleigh es la dada por la ecuacién (7.51).

(7.49)

r
v=—
o

fv(v) =ofr(r) (7.50)
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A fu(U)

fov) = - (7.51)

0 para el resto

La funcién densidad de probabilidad de una variable Rayleigh dada por la ecuacién (7.51) puede verse
graficamente en la figura 7.17. Tiene un méaximo para v = 1 donde la funcién vale fy (v) = 0,607. Para
valores negativos de v vale cero puesto que la envolvente nunca puede tomar un valor negativo.

7.3.4 Envolvente de una Senal Sinusoidal junto con Ruido de
Banda Estrecha.

Tenemos una sefnal sinusoidal A cos(27f.t), donde A y f. son constantes, y un ruido de banda estrecha
n(t) centrado en f.. Una senal muestra z(t) vendré dada por la ecuacién (7.52).

x(t) = Acos(2m fot) + n(t) (7.52)

Si se representa la senal de la ecuacién (7.52) de forma candnica se tiene la ecuacién (7.53), donde n.(t)
es la componente en fase del ruido n(t), ns(t) es la componente en cuadratura y n.’(t) viene dado por la
ecuacién (7.54).

x(t) = ne'(t) cos(2m fot) — ns(t) sin(2m f.t) (7.53)

ne’(t) = ne(t) + A (7.54)

Si se asume que n(t) es Gaussiano con media cero, varianza o2 y que se cumple la propiedad siete se
tiene lo siguiente:

1. n.'(t) y ns(t) son Gaussianos y estadisticamente independientes.

2. La media de n.’(t) es A y la de n4(t) es cero.
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3. La varianza de n.’(t) y de ns(t) es o2.

Entonces si N.” y N; son variables aleatorias correspondientes a los procesos n.’(t) y ns(t) para un
instante de tiempo fijado, su funcién densidad de probabilidad conjunta vendrd dada por la ecuacién
(7.55).

n. — A)? + n%
exp _ 20)2 : (7.55)

ch,aNs (nc,,ns) = 27TO'2

Si r(t) es la envolvente y 9 (t) la fase de la senal x(t), estardn relacionadas con n.’(t) y ns(t) por la
ecuacién (7.56) o por la ecuacién (7.57).

rt) = V(ne'(1) +ni(t)
P(t) = arctan (:cs((?)) (7.56)

ne'(t) = r(t)cos(y(t))
ns(t) = r(t)sin(y(t)) (7.57)

Si Ry W son dos variables aleatorias obtenidas a partir de r(t) y ¥(¢) fijado un determinado instante de
tiempo, siguiendo un procedimiento similar al desarrollado en el apartado 7.3.3 se puede calcular la funcién
densidad de probabilidad conjunta en R y ¥ viendo dada por la ecuacién (7.58). Hay que tener en cuenta
que la envolvente nunca puede tomar valores negativos y que la fase toma valores dentro de un intervalo
de tamano 2, por ejemplo entre 0 y 2.

24 A2 24
r <_7“ + rcosw) (7.58)

fruw(r,¢) = ol exp 952

Como puede verse en la ecuacion (7.58) es imposible poner la funcién densidad de probabilidad conjunta
en R y ¥ como el producto de las densidades de probabilidad marginales y por lo tanto R y ¥ no son
estadisticamente independientes, salvo que A sea cero. Esto es debido al término r cos .

Estamos interesados en saber cual es la funcién densidad de probabilidad de R, para ello hay que integrar
la funcién densidad de probabilidad conjunta en Ry ¥ entre 0 y 27 segin la ecuacién (7.59).

27

fr(r) Jrw(r,)dy

0
r r2 4 A? 2 Ar
= 5P <— 52 >/ exp (02 cosw> dvp (7.59)
0

La integral de la derecha no se puede resolver de forma analitica y constituye una de las familias de
funciones Bessel, en particular es la funcién de Bessel modificada de primera clase y orden cero. La
expresién general para dicha integral puede verse en la ecuacién (7.60). Entonces la funcién densidad de

probabilidad marginal de R vendréd dada por la ecuacién (7.61) haciendo = = %.
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a=0
06 —+
a=1
a=2 3=3 a=4 a=5 a=6
04 —+
02 —+

i V]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 7.18 Funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria Rician.
1 27
Iy(z) = —/ exp(x cos)dyp (7.60)
2T 0
2 2
r re+ A Ar
r)=—exp|— Iy | — 7.61

Una variable aleatoria que tenga por funcién densidad de probabilidad la dada por la ecuacién (7.61) se
dice que tiene distribucién de Rician.

Para poder dibujarla se la puede normalizar respecto a ¢ haciendo el cambio de variable de la ecuacién
(7.62). Para que el drea debajo de la funcién densidad de probabilidad siga siendo unidad, es necesario
escalar la amplitud segin se indica en la ecuacién (7.63). Entonces la funcién densidad de probabilidad de
la envolvente normalizada vendra dada por la ecuacién (7.64).

a = ? (7.62)
fv(v) =ofr(r) (7.63)
fv(v) =vexp (—” ;“ )Io<au) (7.64)

La funcién densidad de probabilidad de una variable Rician dada por la ecuacién (7.64) puede verse en
la figura 7.18. Se ha tomado como parametro el valor a.

A partir de la ecuacién (7.64) y de la figura 7.18 se puede ver lo siguiente:

1. Para a = 0 tenemos la distribucion de Rayleigh.
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2. Para un entorno de v = a y para valores de a grandes, la distribucién de la variable aleatoria se
puede considerar aproximadamente Gaussiana. El que a sea grande es equivalente a que A sea grande
respecto a o, se decir, que la portadora sea grande frente al ruido.






ANCHO DE BANDA DE UNA SENAL.

Muchas veces al analizar un sistema de comunicaciones interesa trabajar con senales estrictamente limi-
tadas en banda, lo que significa que no haya componentes relevantes de senal fuera de la banda de interés.
Pero dichas senales son irrealizables temporalmente puesto que una senal estrictamente limitada en banda
tiene duracién infinita en el tiempo. Por otro lado una senal realizable temporalmente (finita) va a tener
ancho de banda infinito, por ello que no existe un criterio inico para la definicién del ancho de banda.

8.1 SENALES Y SISTEMAS BANDA BASE.

Utilizando la figura 8.1 como densidad espectral de energia para senales de energia, como densidad
espectral de potencia para senales de potencia y como médulo al cuadrado de la funcién de transferencia
para sistemas los criterios, ordenados de menor a mayor, son los siguientes:

1. Ancho de Banda a 3 dB. Para senales de energia es aquella frecuencia para la que la densidad
espectral de energia a caido a la mitad del méximo. Para frecuencias mayores no se supera ese valor.

Para senales de potencia es aquella frecuencia para la que la densidad espectral de potencia a caido a
la mitad del maximo. Para frecuencias mayores no se supera ese valor.

Para sistemas es aquella frecuencia para la que el médulo al cuadrado de la funcién de transferencia a
caldo a la mitad del méaximo. Para frecuencias mayores no se supera ese valor.

2. Ancho de Banda Equivalente Rectangular. Para senales de energia se construye una densidad
espectral de energia rectangular con igual energia que la senal original y amplitud igual al valor maximo
de la densidad espectral de energia. En ancho de banda sera la frecuencia a partir de la cual la densidad
espectral construida vale siempre cero.

Para senales de potencia se construye una densidad espectral de potencia rectangular con igual potencia
que la senal original y amplitud igual al valor médximo de la densidad espectral de potencia. En ancho
de banda sera la frecuencia a partir de la cual la densidad espectral construida vale siempre cero.

Para sistemas se construye una funcién de transferencia cuyo médulo al cuadrado sea rectangular con
igual drea que la del médulo al cuadrado de la funcién de transferencia original y amplitud igual al
valor maximo de la funcién de transferencia. En ancho de banda serd la frecuencia a partir de la cual
la funcién de transferencia construida vale siempre cero.

3. Ancho de Banda hasta Nulo. Para senales de energia es aquella frecuencia que contiene el 16bulo
principal de la senal o la primera frecuencia a la que la densidad espectral de energia se hace cero.

Para senales de potencia es aquella frecuencia que contiene el 16bulo principal de la senal o la primera
frecuencia a la que la densidad espectral de potencia se hace cero.

Para sistemas es aquella frecuencia que contiene el 16bulo principal de la funcién de transferencia o la
primera frecuencia a la que la funcién de transferencia se hace cero.

4. Ancho de Banda que Contiene una Fraccién de la Energia, Potencia o area. Para senales de
energia es aquella frecuencia que contiene el 99 % de la energfa de la senal, es decir, el 0,5 % de energia
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Figura 8.1 Criterios de ancho de banda para una senal banda base.

cae fuera de su ancho de banda para frecuencias positivas y el 0,5% de energia cae fuera de su ancho
de banda para frecuencias negativas.

Para senales de potencia es aquella frecuencia que contiene el 99 % de la potencia de la senal, es decir,
el 0,5 % de potencia cae fuera de su ancho de banda para frecuencias positivas y el 0,5 % de potencia
cae fuera de su ancho de banda para frecuencias negativas.

Para sistemas es aquella frecuencia que contiene el 99 % del 4rea debajo del mddulo al cuadrado de la
funcién de transferencia, es decir, el 0,5% del drea cae fuera de su ancho de banda para frecuencias
positivas y el 0,5 % del area cae fuera de su ancho de banda para frecuencias negativas.

Densidad Espectral o Mdédulo de la Funcién de Transferencia Acotada. Para senales de
energia es aquella frecuencia a partir de la cual la densidad espectral de energia ya no supera un
determinado umbral de atenuacién respecto al valor maximo de la densidad espectral. Ese umbral de
atenuacion se suele tomar de 35 o de 50 dB.

Para senales de potencia es aquella frecuencia a partir de la cual la densidad espectral de potencia ya
no supera un determinado umbral de atenuaciéon respecto al valor maximo de la densidad espectral.
Ese umbral de atenuacién se suele tomar de 35 o de 50 dB.

Para sistemas es aquella frecuencia a partir de la cual el médulo al cuadrado de la funcién de trans-
ferencia ya no supera un determinado umbral de atenuacion respecto al valor méaximo del médulo al
cuadrado de la funcién de transferencia. Ese umbral de atenuacion se suele tomar de 35 o de 50 dB.

Ancho de Banda Absoluto. Para senales de energia es aquella frecuencia a partir de la cual la
densidad espectral de energia es nula. Para senales de energia realizables temporalmente este ancho de
banda es infinito.

Para senales de potencia es aquella frecuencia a partir de la cual la densidad espectral de potencia es
nula. Para senales de potencia realizables temporalmente este ancho de banda es infinito.

Para sistemas es aquella frecuencia a partir de la cual la funcién de transferencia es nula. Para sistemas
realizables temporalmente este ancho de banda es infinito.

8.2 SENALES Y SISTEMAS PASO BANDA.

Utilizando la figura 8.2 como densidad espectral de energia para senales de energia, como densidad
espectral de potencia para senales de potencia y como mdédulo al cuadrado de la funcién de transferencia
para sistemas los criterios, ordenados de menor a mayor, son los siguientes:

1.

Ancho de Banda a 3 dB. Para senales de energia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la
frecuencia central para el que la densidad espectral de energia a caido a la mitad del maximo. Para
frecuencias mayores o menores no se supera ese valor.
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Para senales de potencia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central para el que
la densidad espectral de potencia a caido a la mitad del méximo. Para frecuencias mayores o menores
no se supera ese valor.

Para sistemas es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central para la que el médulo
al cuadrado de la funcién de transferencia a caido a la mitad del médximo. Para frecuencias mayores o
menores no se supera ese valor.

2. Ancho de Banda Equivalente Rectangular. Para senales de energia se construye una densidad
espectral de energia rectangular en torno a la frecuencia central con igual energia que la senal original
y amplitud igual al valor maximo de la densidad espectral de energia. En ancho de banda sera el
intervalo de frecuencias fuera del cual la densidad espectral construida vale siempre cero.

Para senales de potencia se construye una densidad espectral de potencia rectangular en torno a la
frecuencia central con igual potencia que la senal original y amplitud igual al valor méximo de la
densidad espectral de potencia. En ancho de banda serd el intervalo de frecuencias fuera del cual la
densidad espectral construida vale siempre cero.

Para sistemas se construye una funcién de transferencia cuyo médulo al cuadrado sea rectangular en
torno a la frecuencia central con igual drea que la del médulo al cuadrado de la funcién de transferencia
original y amplitud igual al valor maximo de la funcién de transferencia. En ancho de banda sera el
intervalo de frecuencias fuera del cual la funcién de transferencia construida vale siempre cero.

3. Ancho de Banda Nulo a Nulo. Para sefiales de energia es aquel intervalo de frecuencias en torno
a la frecuencia central que contiene el 16bulo principal de la senal o el intervalo de frecuencias menor
en cuyos extremos la densidad espectral de energia se hace cero.

Para senales de potencia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central que contiene el
l6bulo principal de la senal o el intervalo de frecuencias menor en cuyos extremos la densidad espectral
de potencia se hace cero.

Para sistemas es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central que contiene el 16bulo
principal de la funcién de transferencia o el intervalo de frecuencias menor en cuyos extremos la funcion
de transferencia se hace cero.

4. Ancho de Banda que Contiene una Fraccién de la Energia, Potencia o area. Para senales
de energia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central que contiene el 99 % de
la energia de la senal, es decir, el 0,5% de energfa cae fuera de su ancho de banda para frecuencias
positivas y el 0,5% de energia cae fuera de su ancho de banda para frecuencias negativas.

Para senales de potencia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central que contiene
el 99 % de la potencia de la senal, es decir, el 0,5% de potencia cae fuera de su ancho de banda para
frecuencias positivas y el 0,5 % de potencia cae fuera de su ancho de banda para frecuencias negativas.

Para sistemas es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central que contiene el 99 % del
area debajo del médulo al cuadrado de la funcién de transferencia, es decir, el 0,5 % del drea cae fuera
de su ancho de banda para frecuencias positivas y el 0,5% del drea cae fuera de su ancho de banda
para frecuencias negativas.

5. Densidad Espectral o Mdédulo de la Funcién de Transferencia Acotada. Para senales de
energia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central a partir del cual la densidad
espectral de energia ya no supera un determinado umbral de atenuacién respecto al valor maximo de
la densidad espectral. Ese umbral de atenuacién se suele tomar de 35 o de 50 dB.

Para senales de potencia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central a partir del
cual la densidad espectral de potencia ya no supera un determinado umbral de atenuacién respecto al
valor maximo de la densidad espectral. Ese umbral de atenuacion se suele tomar de 35 o de 50 dB.

Para sistemas es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central a partir del cual el médulo
al cuadrado de la funcién de transferencia ya no supera un determinado umbral de atenuacién respecto
al valor maximo del médulo al cuadrado de la funcién de transferencia. Ese umbral de atenuacién se
suele tomar de 35 o de 50 dB.

6. Ancho de Banda Absoluto. Para seniales de energia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la
frecuencia central a partir del cual la densidad espectral de energia es nula. Para senales de energia
realizables temporalmente este ancho de banda es infinito.
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Figura 8.2 Criterios de ancho de banda para una sefial paso banda.

Para senales de potencia es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central a partir del
cual la densidad espectral de potencia es nula. Para senales de potencia realizables temporalmente este
ancho de banda es infinito.

Para sistemas es aquel intervalo de frecuencias en torno a la frecuencia central a partir del cual la
funcién de transferencia es nula. Para sistemas realizables temporalmente este ancho de banda es
infinito.



