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Capitulo 1

Teorema de Muestreo

Una operacién que es bésica para diseniar todos los sistemas de modulacién de pulsos es el proceso de
muestreo, donde una senal analégica se convierte en una secuencia de nimeros que normalmente estén
uniformemente espaciados en el tiempo. Para que dicho proceso tenga utilidad practica es necesario elegir
la tasa de muestreo adecuadamente de modo que esa secuencia de nimeros identifique de forma tnica a la
senal analdgica original. Esta es la esencia del teorema de muestreo.

Consideremos una sefial arbitraria g(t) de energfa finita como la que se muestra en la figura 1.1. Supon-
gamos que muestreamos la senal ¢g(t) de forma instantdnea a una tasa uniforme cada Ts segundos. Como
resultado de este proceso se obtiene una secuencia de niimeros espaciados Ts y que podemos denotar me-
diante {g(nTs)}, donde n puede tomar cualquier valor entero, Ts es el periodo de muestreo y fs = 1/T;
es la frecuencia de muestreo. Esta forma ideal de muestreo recibe el nombre de muestreo instantaneo.

Sea gs(t) la sefal obtenida multiplicando la secuencia de nimeros {g(nT)} por un tren de deltas espa-
ciados T, entonces se puede expresar segin

o

gs(t) = Y g(nTy)s(t —nTy) (1.1)

n—=—oo

A esta senal g5(t) se la denomina sefial muestreada ideal. En la figura 1.2 se puede ver el resultado de
este tipo de muestreo aplicado a la senal de la figura 1.1. De forma equivalente se puede expresar gs(t) como
el producto de la senal original ¢g(t) por la funcién de muestreo ideal dr,(t), tren de deltas periédico
con periodo T}, dado por

r,(t)= > 6(t—nT), (1.2)

es decir

95(t) = g(O)or, () = g(t) D 6(t —nTy) (1.3)

n=—oo

t
A a(t)

Figura 1.1: Senal arbitraria de energfa finita.
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A gﬁ(t)

Figura 1.2: La senal de la figura 1.1 muestreada idealmente.

Se puede determinar la transformada de Fourier de la senal muestreada gs(t) convolucionando la transfor-
mada de Fourier de g(t) con la transformada de Fourier de la funcién de muestreo ideal dr,(t), que viene

dada por
= 1 n
o7, (t) = 0t —nTy) &= — ol f—=1- 1.4
0= 3 de-nt) =g 3 o(f- 1) 0.9
n=—o00 n=—o00
Como se puede apreciar en la ecuacién anterior la sefial periédica dr, () tiene todos los coeficientes de su serie
Fourier iguales, ¢, = %, por lo que su transformada de Fourier es también un tren de deltas equiespaciadas
a fs = = (periédico por tanto en el dominio de Fourier). Entonces si G(f) es la transformada de Fourier
de ¢(t), la transformada de Fourier Gs(f) de la senal muestreada gs(t) va a venir dada por

Gt =G Y (- 7). 15)

n=—oo

Si intercambiamos el orden del sumatorio y la convolucién se obtiene

FUEEDY G(f)*6<f ;) (1.6)

n—=——oo

La convolucién de una senal cualquiera con una delta desplazada, desplaza la senal segiin

6t)«a(r-4)=6(r- 7). @

por lo que se tiene finalmente

=73 a(r-2). (1.9

n=—oo

Gs(f) representa un espectro continuo periédico con periodo fs = 1/T; en el dominio de Fourier. Se puede
decir entonces que el proceso de muestreo uniforme de una senal en el dominio del tiempo da lugar a un
espectro periddico en el dominio de la frecuencia con periodo igual a la frecuencia de muestreo.

A partir de la ecuacién (1.1) tomando transformada de Fourier en ambos lados se obtiene

o0

Gs(f) = Y g(nT.)exp(—j2mnfTs). (1.9)

n=—oo

Esta ecuacion se puede ver como una representacién en serie compleja de Fourier de la senal periédica en
la frecuencia G(f), siendo los coeficientes complejos de la expansién la secuencia de muestras {g(nTs)},

por lo que se tiene que
fs

g(nTy) =Ts ; Gs(f)exp(j2mnfTs)df, (1.10)

que es la ecuacion andlisis de la expansién en serie compleja de Fourier de la senal periédica en frecuencia
G5(f). Hay que tener en cuenta que en las ecuaciones (1.9) y (1.10) se han intercambiado el papel habitual
del tiempo y de la frecuencia.
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Figura 1.3: Espectro de la senal a muestrear limitado a la banda W.
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Figura 1.4: Espectro de la senal a muestreada para el caso fs = 2W.

Todas las relaciones anteriores se pueden aplicar a cualquier sefial continua g(t) de energia finita y de
duracién finita. Vamos a suponer ahora que la senal es estrictamente limitada a la banda W, es decir,
la transformada de Fourier G(f) de la senal g(¢) no tiene componentes frecuenciales fuera de |f| < W.
En la figura 1.3 podemos ver el espectro G(f) limitado a la banda W. La forma de este espectro se
considera triangular para simplificar las figuras, pero en la practica puede tener cualquier otra forma.
Vamos a suponer igualmente que se elige un periodo de muestreo Ty = ﬁ o lo que es lo mismo, una tasa
de muestreo fs = 2W. En este caso se puede ver el espectro de Gs(f) en la figura 1.4. En este caso en
particular la ecuacién (1.9) se puede volver a escribir segin

Gs(f) =n_§:oog(2$[,) exp (—j;?;f). (1.11)

Comparando las figuras 1.3 y 1.4 se puede comprobar que se puede recuperar el espectro original G(f)
a partir del espectro de la senal muestreada Gs(f) segin

1
G(f) = 557 Gs(f) —W<L<f<W (1.12)
Juntando las ecuaciones (1.11) y (1.12) se tiene que
1 n jmnf
= — — - —W<f<
G() = 57 n;wg (QW) exp < T ) W< f<W (1.13)

Si se conoce el valor de todas las muestras { g (ﬁ)} de la senal g(t), entonces la transformada de Fourier
G(f) de la senal g(t) estd univocamente determinada por la representacién en serie de Fourier dada por
la ecuacién (1.13). Ademds puesto que g(t) se puede determinar a partir de su espectro G(f) utilizando
la transformada inversa de Fourier, la senal original g(¢) est4 también univocamente determinada por las
muestras {g (ﬁ)} En otras palabras, la secuencia {g (ﬁ)} contiene toda la informacion de la senal
g(t). Vamos a considerar entonces el problema de recuperar la senal ¢g(t) a partir de las muestras { g (ﬁ) }
Usando la ecuacién (1.13) y la expresién de la transformada inversa de Fourier se puede escribir

o) = [ cpesptinsiar = [ V:VQ;V _fj o (i) o (T eplizmmna.

Si intercambiamos el orden del sumatorio y la integral en la ecuacién anterior se puede escribir

w0=3 o(o) oy [ el (- g )] o (119

n=—oo
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Figura 1.5: Filtro ideal de reconstruccién.

Secuencia de Filtro Sefial
Muestras ———> Paso Bajo —> Continua
{9(nTs)} Ideal g(t)

Figura 1.6: Esquema del proceso de recuperacién de la senal a partir de las muestras.

La integral de la derecha de esta ecuacién es inmediata y se puede calcular directamente obteniéndose

finalmente - -
n \ sin(2rWt — nmw) noy .
De 3 g () ST S ) o), L16
0= 32 o) BT S (s (1
La ecuacién anterior se conoce como férmula de interpolacién para reconstruir la senal original g(t)
a partir de las muestras {g (5% ) = g(nT%)}, siendo la funcién h(t) = sinc(2Wt) = sinc ( £ ) la funcién

interpoladora. Cada muestra se multiplica por una versién retardada de la funcién interpoladora y el
resultado se suma para obtener la sefal original ¢g(t). Se puede ver que esta ecuacién representa la respuesta
de un filtro paso bajo ideal de ancho de banda W, con retardo cero y cuya entrada es la senal muestreada
gs(t). Esto se puede comprobar de forma intuitiva viendo los espectros Gs(f) y G(f) en las figuras 1.3
y 1.4 o a partir de la ecuacién (1.12). En la figura 1.5 se puede ver la funcién de transferencia del filtro
de reconstruccién. En la figura 1.6 se puede ver esquematicamente el proceso de recuperaciéon de la senal
original g(t) a partir de las secuencia de muestras { g (ﬁ) } En ese caso h(t) serfa la respuesta al impulso
del sistema lineal e invariante que lleva a cabo el proceso de interpolacién y H(f) su funcién de transferencia,
por lo que se tendria en el dominio de la frecuencia que

G(f) = Gs(f)H(f) (1.17)

y en el dominio del tiempo
g9(t) = gs(t) = h(t) (1.18)
Vamos a ver otra interpretacién de la férmula de interpolacién dada por la ecuacién (1.16) utilizando
la propiedad de que la funcién interpoladora desplazada sinc(2Wt¢ — n) forma una familia de funciones
mutuamente ortogonales. Vamos a comenzar probando esta ultima afirmacién en primer lugar. Vamos a
considerar una versién generalizada del teorema de energia de Rayleigh dada por

/ T (g5 ()t = / T GG ), (1.19)

siendo g1 (t) vy g2(t) dos senales de energia cualesquiera y G1(f) y Ga2(f) sus transformadas de Fourier,
respectivamente. Vamos a aplicar este teorema a las senales que nos interesa segun

() = sinc(2Wt — n) = sinc [2W (t - %)} (1.20)
ga(t) = sinc(2Wt—m) = sinc 2 (¢ - 31 )] . (1.21)

siendo n y m dos enteros cualesquiera. Utilizando la transformada inmediata dada por el par

sinc(2Wt) <= %H (ﬁ;) (1.22)



y la propiedad de la transformada de Fourier del desplazamiento temporal se puede llegar a

Gi(f) = ﬁn (2&/) exp (—jg/ff) (1.23)

Gao(f) = 2é{/n(2{;/)exp<—j”W’/”f>. (1.24)

Usando ahora la relacién dada por la ecuacién (1.19) se obtiene

/ T sine(2Wt—n)sinc(2Wi—m)dt — <1>2 / Wexp [m(nm)] gp = Snlrn=m)] L m).

oo 2W ) ) _w w 2Wr(n—m)  2W
(1.25)
El resultado de esta ecuacién es ﬁ para n = m Yy cero en el resto, es decir, se tiene finalmente que
0o 2# n=m
/ sinc(2Wt — n)sinc(2Wt — m)dt = (1.26)

- 0 n #m,

con lo que queda demostrado que la familia de funciones sinc(2Wt — n) es ortogonal. La ecuacién (1.16)
representa entonces la expansién de la senal g(¢) como la suma infinita de funciones ortogonales cuyos
coeficientes son las muestras de la senal {g (ﬁ)} Utilizando la propiedad de ortogonalidad de estas
funciones dada por la ecuacién (1.26) se puede llegar a

g (%) — oW /Z g(t)sinc(2Wt — n)dt (1.27)

para las muestras de la senial. Los coeficientes en esta base, { g (ﬁ) }, se pueden ver como una coordenada
en un espacio de senal de dimensién infinita cuyos ejes son ortogonales y corresponden a las funciones
sinc(2Wt — n). Cada punto de este espacio corresponde a una sefial g(t) y cada senal g(¢) a un punto.

Se puede enunciar el teorema de muestreo o teorema de Nyquist para senales limitadas en banda
de energia finita de dos modos:

= Una senal limitada en banda de energia que no tiene componentes a frecuencias mayores que W Hz
se puede representar de forma exacta especificando los valores de la senal en instantes de tiempo
separados T, = - segundos.

= Una senal limitada en banda de energia sin componentes frecuenciales superiores a W Hz se puede
recuperar de forma exacta a partir de sus muestras tomadas a una tasa de f; = 2W muestras por
segundo.

La tasa de muestreo fs = 2W definida para una senal con ancho de banda W se denomina tasa de Nyquist.
El teorema de muestreo es la base de la equivalencia entre senales analdgicas o continuas y seniales en tiempo
discreto. El teorema de muestreo se basa en la suposicién de que la sefial g(t) sea estrictamente limitada
en banda. Esto sélo se satisface si g(t) tiene duracién infinita. Es decir, una senal estrictamente limitada
en banda no puede ser simultaneamente estrictamente limitada en tiempo y viceversa. Sin embargo, se va
a poder aplicar en la practica el teorema de muestreo a senales limitadas temporalmente cuando éstas sean
esencialmente limitadas en banda en el sentido de que fuera de la banda de interés el valor que toma el
espectro no es relevante. Esto justifica la aplicacién practica del teorema de muestreo.

Cuando la tasa de muestreo f, excede a la de Nyquist 2W, las replicas de G(f) requeridas para la
construccién de Gs(f) estdn mds separadas por lo que no existe ningiin problema a la hora de recuperar la
sefial original g(t) a partir de la sefial muestreada gs(t) con el procedimiento descrito. Sin embargo, cuando
la tasa de muestreo fs es menor que 2W, se puede ver que al construir la senal Gs(f), las replicas de G(f)
aparecen solapadas. En este caso el espectro Gs(f) pasarfa a ser el de la figura 1.7. Las altas frecuencias
de G(f) se ven reflejadas hacia las bajas frecuencias en Gs(f). Este fenémeno se denomina aliasing. Es
evidente que si la tasa de muestreo fs es menor que la de Nyquist 2W, la senal original g(¢) no se puede
recuperar de forma exacta a partir de las muestras y, por lo tanto, se pierde informacién en el proceso de
muestreo.
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Figura 1.7: Espectro de la senal a muestreada para el caso fs < 2W.

Debido a que una senal, como ya hemos dicho, no puede ser estrictamente limitada en tiempo y frecuencia,
si la senal es finita en el tiempo, siempre existird algo de aliasing y se perderd parte de la informacion en
el proceso de muestreo. Sin embargo, este efecto suele ser en general despreciable. Para que asi sea:

= Antes de muestrear la senal pasarla por un filtro paso bajo anti-aliasing para atenuar las compo-
nentes a alta frecuencia de la sefial (o del ruido) fuera de la banda de interés.

= Muestrear la senal filtrada ligeramente por encima del limite de Nyquist.

Es interesante resaltar que el uso de una tasa de muestreo superior a la de Nyquist tiene el efecto deseable
de hacer mas sencillo el filtro paso bajo de reconstruccién para recuperar la senal. Ya no es necesario que sea
un filtro ideal. Con una tasa de muestreo superior a la de Nyquist, las repeticiones de G(f) en el espectro
de la senal muestreada Gs(f) aparecen separadas f; — 2W Hz. En particular, se puede elegir un filtro paso
bajo de reconstruccién con un ancho de banda B que satisfaga W < B < f; — W. Ademas el filtro paso
bajo no es necesario que sea ideal y puede tener una zona de transicién méas suave que caiga en el intervalo

W, fs = W)



Capitulo 2

Muestreo de Senales Paso Banda

Hasta ahora nos hemos centrado en senales paso bajo. Sin embargo, muchas senales en la practica tienen
naturaleza paso banda. En este caso cuando el ancho de banda es pequenio comparado con la componente
superior a alta frecuencia, es posible utilizar una frecuencia de muestreo menor de dos veces la mayor
frecuencia de la senal.

Para analizar esto con detalle. Vamos a considerar una sefial g(¢) paso banda con frecuencia portadora
fe v ancho de banda 2W, de modo que el espectro ocupa el intervalo frecuencial f. — W < |f| < f. + W.
En la figura 2.1 podemos ver el espectro de esta senal. La forma de este espectro se considera triangular
para simplificar las figuras, pero en la préctica puede tener cualquier otra forma. Puesto que la senal g(¢) es
paso banda se puede expresar en funcién de la componente en fase g.(t) y de la componente en cuadratura
gs(t) utilizando la forma candénica segin

g(t) = gc(t) COS(27TfCt) e (t) Sin(27rfct>' (21)

Vamos a suponer inicialmente que la frecuencia superior f. + W es miiltiplo del ancho de banda 2W, de

modo que se cumple que
fe+ W =2kW = f.= 2k - 1)W, (2.2)

donde & es un entero positivo. En los instantes de muestreo ¢ = nT la ecuacién (2.1) se puede poner como
9(nTs) = ge(nTy) cos2mn feT) — gs(nT) sin(2mn f.Ty), (2.3)

donde T es el periodo de muestreo y n = 0,+1,£2,...
Vamos a suponer que la frecuencia de muestreo fs es dos veces el ancho de banda, por lo que f, = 4W
o lo que es lo mismo T = ﬁ. Sustituyendo esto en la ecuacién (2.3) se obtiene

n _ n mn fe n . nfe

g (W) — e (W) cos ( oW ) ~ 9 (W) Sm( ST ) : (2.4)
Si tenemos en cuenta la ecuacién (2.2) la ecuacién anterior se puede poner segin
" n nw no\ . [nw
g (m) =Jc (W) cos {7(2147 — 1)} — gs (W) sin {?(2147 — 1)} . (2.5)
A G(f)
2w 2w
| ‘ - f
-f .

Figura 2.1: Espectro de una senal paso banda.
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Para n par se puede poner n = 2v. En este caso se cumple para todo k que
cos {%(21@ - 1)] = cosfor(2k —1)] = (-1)" (2.6)
sin[ZX (26— 1)] = sinfor(2k — 1] =0, (2.7)

Teniendo en cuenta estas ecuaciones, la ecuacién (2.5) se puede poner segin
v v
i) = (=00 (5 ) - 2.
s (577) = Vs (577 28)

Para n impar se puede poner n = 2v — 1. En este caso se cumple para todo k que

cos [%(Qk - 1)} cos |:g(21} —1)(2k — 1)} =0 (2.9)

sin [%(Qk - 1)] sin [g(Qv 1) (2k - 1)] = (—1)v+k, (2.10)

Teniendo en cuenta estas ecuaciones, la ecuacién (2.5) se puede poner segin

g <QZW1) = (—1)vtkFlg, (QZWI> : (2.11)

Las componentes g.(t) y gs(t) son paso bajo, ambas limitadas en banda a |f| < W. Entonces por el
teorema de muestreo se sigue que tanto g.(t) como g,(¢) se pueden determinar por sus muestras tomadas
a una tasa uniforme de f; = 2W muestras por segundo. Se puede decir entonces que:

1. Las muestras g. (ﬁ) para v = 0,41, =+, ... son suficientes segin el teorema de muestreo para deter-
minar la componente en fase g.(t) segin

0o v ' 0o ) v .
ge(t) = v;w de (ﬁ) sinc(2Wt — v) = v;m(—l) g (ﬁ) sinc(2Wt — v). (2.12)
2. Las muestras g; (2:‘;,1) para v = 0,%+1,4,... son suficientes segin el teorema de muestreo para

determinar la componente en cuadratura g,(t) segin
(oo} (oo}
20—1 . 1 okl 20—1Y\ . 1
gs(t) = g gs( TG )blnc<2Wt—v+2>: E (-1) 9\~ ) sinc 2Wt—v+§ .

V=—00 V=—00
(2.13)
En esta ecuacién se ha tenido en cuenta que las muestras de la sefial g(t) utilizadas para reconstruir
la componente en cuadratura g, () son las impares, por lo que estdn retrasadas Ts = ﬁ con respecto
a las muestras de g(t) utilizadas para reconstruir la componente en fase g.(t) que son las pares.

Sustituyendo la ecuacién (2.12) para la componente en fase g.(t) y la ecuacién (2.13) para la componente
en cuadratura en la forma canénica dada por la ecuacién (2.1), se tiene que

oo

g(t) = Z (—1)”g(ﬁ) sinc(2Wt —wv) cos(27 f..t) +i (—1)”+kg(221;/1) Sinc(QWt —v+ ;) sin(27 f.t),

vV=—00 V=—00

(2.14)
siendo k£ un entero positivo.
Teniendo en cuenta que T = ﬁ v que % = 2k — 1 se puede comprobar facilmente que se cumple

(=1)?cos(2m fet) = cos[2mfc(t — 2vT})] (2.15)
(=1)"F*sin(2nf.t) = cos[2mfu(t — (20 — 1)T})], (2.16)

por lo que la ecuacién (2.14) se puede poner de forma més compacta segin

oo

g(t) = Z g(nT;)sinc <2Wt - g) cos[2m fo(t — nTy)). (2.17)

n=—oo
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Figura 2.2: Espectro de una senal paso banda para la que se ha definido el nuevo ancho de banda y frecuencia
central.

Esta ecuacién nos da la expresion deseada para recuperar una sefial paso banda ¢(t) a partir de sus muestras
tomadas a una tasa minima de muestreo f; = 4W para el caso especial en el que la frecuencia superior de
la senal ¢(t) sea un multiplo entero del ancho de banda 2W.

Vamos a considerar ahora el caso general para el que sdlo es necesario asumir que f. > W > 0. Es decir,
la banda de frecuencias significativas de la senal g(¢) ocupa una posicién arbitraria en el eje de frecuencias.
Sea r el entero que satisface

- 2w
Manteniendo la frecuencia superior f. + W constante vamos a incrementar el ancho de banda hacia las
bajas frecuencias hasta un nuevo valor 2W' de forma que se cumpla

fet+tW
oW

Vamos a definir también una nueva frecuencia central f. a mitad de la banda de la sefial. Para esta nueva
frecuencia se cumple

<r+1 (2.18)

(2.19)

2r

En la figura 2.2 se puede ver gréficamente el nuevo ancho de banda 2W’ y la nueva frecuencia central f.
Como se puede ver en esta figura el espectro sigue siendo el mismo que el de la sefial original g(¢). Sin
embargo, hemos conseguido que la frecuencia superior f.+ W sea ahora miltiplo del nuevo ancho de banda
2W’'. La representacién de la senal es la ya explicada sustituyendo W por W', para el nuevo periodo de
muestreo 77 = %W, y reemplazando f. por f. y k por r. En particular las expresiones para la componente
en fase g.(t) y en cuadratura g,(t) de la sefial dadas por las ecuaciones (2.12) y (2.13) pasan a ser ahora

= (1 - 1) (fo + ). (2:20)

ge(t) = fi(ﬁy@%)m@mﬁ@ (2.21)
gs(t) = ii(—1y+”4g<2L;})smc(2wﬂt—v4-;), (2.22)

respectivamente. La ecuacién (2.17) se puede poner ahora segin

oo

g(t) = Z g(nT!)sinc <2W’t — g) cos[2m fL(t — nT?)] (2.23)

n=—oo
que muestra que ¢(t) se puede recuperar de forma exacta a partir de sus muestras tomadas a una tasa
fl=4aw".
La ecuacién (2.23) se puede poner de forma méds estdndar convolucionando a ambos lados con la funcién
¢1(t) dada por
¢1(t) = AWsinc(2W't) cos(2m f.t) (2.24)

con transformada de Fourier dada por

L fe=W<|fI< fet+tW
1(f) = (2.25)

0 en el resto,
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es decir, es un filtro paso banda ideal que ocupa la misma banda de frecuencias que la senal paso banda
g(t). Por tanto, su convolucién con g(t) la deja sin modificar

g(t) * o1 (t) = g(t) (2.26)
Definiendo ahora una segunda funcién ¢s(t) segun
Ga(t) = sinc(2W't) cos(2m fit) (2.27)
con transformada de Fourier dada por

i fe=W <|fl<fi+W
Ps(f) = (2.28)
0 en el resto,

entonces, teniendo en cuenta la ecuacién (2.26), la ecuacion (2.23) se puede poner segin

o0 oo

g(t) = Y gnT)a(t) ¥ 8(t —nT) = Y g(nTl)(t) * $a(t) * 6(t — nTY). (2.29)

n=—oo n=—oo
La convolucién de las funciones ¢1(t) y ¢2(t) corresponde a su producto en el dominio de Fourier segin

4%/[// fc_W<|f|<fc+W 1

@1(f)0s(f) = = i) (2:30)
0 en el resto
por lo que teniendo en cuenta la ecuacién (2.24) se tiene que
1 w .
d1(t) * Ppa(t) = 4—W¢1(t) = Wsmc@Wt) cos(2mf.t) (2.31)
La ecuacién (2.29) se puede poner entonces
1 1
g(t) = w n;m g(nT)p1(t) x 6(t — nTy) = W n;m g(nTy) 1 (t — nTy). (2.32)
1
A Ts
8w
N
7
W BN /
9
16/3 W e ,\//
oW o)
24/5 W
A
> fC +W
0 2W 4W 6W 8W 10w 12w

Figura 2.3: Frecuencia de muestreo como funcion de la frecuencia maxima de la senal paso banda.
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Teniendo en cuenta que T, = %W, y la ecuacién (2.24), la ecuacién anterior se puede poner finalmente

segin
o0

g(t) =4WT! Z g(nT)sinc[2W (t — nT72)] cos[2m f.(t — nT?)]. (2.33)

S
n=—oo

En el caso general, la frecuencia de muestreo minima f! viene dada por

f; — M, (2.34)
r

siendo r el entero dado por la ecuacién (2.18). Si dibujamos la frecuencia de muestreo minima f7 en funcién
de la frecuencia maxima f. + W de la sefial paso banda g(t), obtenemos la grifica de la figura 2.3. Como
puede verse, independientemente de la posicién de la banda de frecuencias de la senal, la frecuencia minima
de muestreo esta siempre entre 4W y 8W. En la figura anterior los minimos corresponden siempre a una
frecuencia minima de muestreo de 4W, mientras que los maximos a una frecuencia 4Wirl, es decir se
cumple que

1
aw < f<aw’E

(2.35)

En general, se deberia filtrar la senal con un filtro anti-aliasing paso banda y muestrear la senal a una tasa
ligeramente superior a la dada por la figura 2.3 o por la ecuacién (2.34) para tener en cuenta que la senal
paso banda original no tiene que ser estrictamente limitada en banda y simplificar el disenio del filtro paso
banda de reconstruccion o la interpolacién dada en el dominio del tiempo por la ecuacién (2.33).



Capitulo 3

Aspectos Practicos del Muestreo

En la practica el muestreo de una senal analégica se logra mediante circuitos con transistores que con-
mutan a alta velocidad. Asi se puede ver que la senal muestreada resultante no es exactamente la descrita
de forma ideal con muestras instantdneas debido a que la operacién de muestreo, aunque sea muy rapida,
requiere un intervalo de tiempo distinto de cero. A menudo resulta que las muestras de una sefial analdgi-
ca son alargadas en el tiempo intencionadamente para su transmisiéon o para instrumentaciéon. Vamos a
analizar los efectos de las desviaciones del muestreo ideal.

3.1. Muestreo de Duracion Finita

Vamos a considerar una sefial analégica arbitraria g(t), como la que se muestra en la figura 3.1, aplicada
a un circuito conmutador controlado por una funcién muestreadora c(t) que consiste en un tren de pulsos
rectangulares de amplitud A, duracién T y periodo Ts como se muestra en la figura 3.2. La salida del
circuito conmutador s(t) se puede ver en la figura 3.3. Se puede ver que la operacién de conmutacién extrae
de la senal g(t) trozos de duracién T a una tasa f; = 1/Ts. La senal muestreada s(t) consiste en una
secuencia de pulsos cuya expresién viene dada simplemente por

s(t) = e(H)g(b): (3.1)

La sefial muestreadora c(t) es una senial periédica con periodo T por lo que se puede representar en serie de
Fourier. La expresién de la serie compleja de Fourier para esta senal se puede determinar de forma sencilla,

obteniéndose
TA & T j2mnt
c(t) = T sinc (7;8 ) exp <j ;Sn ) . (3.2)

n=—oo

\ a(t)

Y

Figura 3.1: Senal arbitraria.
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) c(t)

—

> t

Ts

Figura 3.2: Senal muestreadora formada por un tren de pulsos rectangulares.

4 SO

Figura 3.3: Senial muestreada a la salida del conmutador.

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (3.1), se obtiene

s(t) = 7;4 S sine (T;T) exp (ﬂ;s”t) o(b). (3.3)

n=—oo

Utilizando la propiedad de la transformada de Fourier de desplazamiento frecuencial se puede llegar sin
problema a la expresién para el espectro S(f) de la senal s(t) dada por la ecuacién (3.3), obteniéndose

S(f) = ?A f: sinc (“TT> G (f - ;) , (3.4)

n=—oo S

donde G(f) es el espectro de la senal original g(t).
Si suponemos que la sefial g(t) no tiene componentes fuera de |f| < W segin la figura 3.4, el espectro
de la senal s(t) viene dado graficamente por la figura 3.5. Hemos supuesto que la tasa de muestreo fs es

superior al limite de Nyquist 2W para no tener aliasing. Como se puede apreciar el efecto de la duracién

finita de los pulsos es multiplicar el 16bulo n por el factor T'A sinc ’%—T . La senal original se va a poder

recuperar sin distorsién pasando la sefial muestreada s(t) por un filtro paso bajo ideal con ancho de banda
B que satisfaga la condicién
W<B<f—-W (3.5)

G(f)

-W W

Figura 3.4: Espectro de la senal de la figura 3.1 limitado a la banda W.
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S(f)

sinc(q_—:

Ts Ts T

w
Sl

Figura 3.5: Espectro de la senal muestreada de la figura 3.3.

o por un filtro real cuya zona de transicién caiga en dicho intervalo.
Se puede decir que el uso de pulsos de muestreo de duracién finita no tiene efectos importantes en el

proceso de muestreo. En el caso particular que los pulsos tengan drea unidad, es decir, TA = 1, la ecuacién
(3.4) y la ecuacién que define el espectro para el muestreo ideal dada por

Gl =% Y @ (7-7) (36)

n=—oo

son iguales en el limite cuando hacemos T — 0. O dicho de otro modo la senal s(¢) tiende a la sefial

muestreada ideal gs(t) segun la duracién de los pulsos 7' — 0, cuando mantenemos el drea de los pulsos
unidad, TA = 1.

3.2. Muestras Planas o Flat-Top

Vamos a considerar ahora la situacién en la que la sefial analégica g(t) se muestrea de forma instantdnea
a una tasa fs = 1/Ts y cada muestra se mantiene o alarga una duracién T tal y como se muestra en la
figura 3.6. Este tipo de muestreo se denomina muestreo Flat-Top.

Una razén para incrementar intencionadamente la longitud de las muestras es para evitar el uso de
un ancho de banda de transmisién excesivo, ya que el ancho de banda es inversamente proporcional a la

duracién de los pulsos. Si denominamos s(t) a la sefial muestreada empleando muestras Flat-Top, podemos
escribir
o0

s(t)= Y g(nTy)h(t —nTy), (3.7)

n=—oo

1] UF‘

a®

Figura 3.6: Senal muestreada empleando muestras de tipo Flat-Top.



3.2. MUESTRAS PLANAS O FLAT-TOP

donde h(t) es un pulso rectangular de amplitud unidad y duracién T definido por

1 0<t<T
h(t) =

0 en el resto.

La expresién para la sefial con muestreo instantédneo gs(t) como ya vimos era

oo

g5(t) = 3 g(nT)s(t - nTy).

n=—oo

Si convolucionamos la senal con muestreo instantédneo gs(t) con h(t) se obtiene el desarrollo

gs(t) = h(t) = /OO gs(T)h(t — T)dT = /fo Z g(nTs)o(r — nT)h(t — 7)dr

- n=-—o0

o0

> 9(nTy) /_ " 87— nT,)h(t — 7).

n=-—oo

Utilizando la propiedad de desplazamiento temporal de §(t) se obtiene

oo

s(t) = gs(t)xh(t) = 3 gnTo)h(t —nTy),

n—=—oo

15

(3.10)

(3.11)

por lo que la sefial muestreada Flat-Top s(t) es matemdticamente equivalente a la convolucién de la sefial

muestreada ideal gs(¢) con la forma del pulso h(t).
Tomando ahora transformada de Fourier en la ecuacién (3.11) se tiene

S =GsHN = 7= 3 6 (1= 7+ ) 1)

n—=—oo

(3.12)

siendo H(f) la transformada de Fourier de la forma del pulso h(t) y Gs(f) el espectro de la sefial muestreada

ideal g5(t).

L [H()|

=2/T -1T i 2IT

b JIH()
pte. —mil

Figura 3.7: Respuesta en amplitud y en fase del sistema con funcién de transferencia H(f).
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Si suponemos que la sefial g(t) estd limitada en banda y que la tasa de muestreo fs es mayor que la tasa
de Nyquist, si pasamos la senal s(t) a través del filtro paso bajo de reconstruccion, el espectro de la sefial a
la salida serd G(f)H(f). Es decir, el proceso de muestreo y reconstruccién va a ser equivalente en este caso
a pasar la senal original g(t) a través de un filtro paso bajo de funcién de transferencia H(f) o respuesta
al impulso h(t). La expresién para H(f) se puede determinar de forma sencilla, obteniéndose

H(f) = Tsinc(fT)exp(—jnfT). (3.13)

En la figura 3.7 se puede ver gréaficamente la respuesta en amplitud y en fase de este filtro (no se ha tenido
en cuenta en la representacién de la fase el signo de la funcién sinc). Se puede decir que las muestras
Flat-Top introducen distorsién de amplitud, ademés de un retardo de T'/2. Este efecto es parecido a la
variacion de la frecuencia debido al tamano finito de la apertura del escaneado en televisién y fax. Se suele
denominar efecto apertura.

La distorsién de amplitud se suele corregir conectando un ecualizador en cascada con el filtro paso
bajo de reconstruccién. Este ecualizador tiene el efecto de disminuir la pérdida en la banda del filtro
de reconstrucciéon segun la frecuencia crece de forma que se compense el efecto apertura. Idealmente la
respuesta en amplitud del ecualizador viene dada por

1 B 1 _ Tf
|H(f)]  Tsinc(fT)  sin(rfT)’ (3.14)

En la practica la cantidad de ecualizacién necesaria es pequena. A la frecuencia superior f = ﬁ, que es
s
donde hay mas distorsion, cuando la frecuencia de muestreo es la de Nyquist, se puede ver que la respuesta
en amplitud del ecualizador normalizada a la frecuencia cero viene dada por

(m/2)(T/Ts)
sin[(7/2)(T/Ts))’

donde T'/T es el tiempo de ocupacién de muestra. En la figura 3.8 podemos ver esta respuesta maxima
del ecualizador como funcién del tiempo de ocupacién de muestra T/Ts. Lo ideal serfa que el factor de
compensacién méxima fuera unidad (no compensacién). Por ejemplo para un tiempo de ocupacién del
10%, el factor de compensacién es de 1,0041. Por eso, para tiempos de ocupacién menores del 10 %, el
efecto apertura se puede considerar despreciable y la ecualizacion puede eliminarse.

(3.15)

14

13 R

12+ R

T

2T
11t .

Condicion idea

0.9 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

T/Mg

Figura 3.8: Respuesta en amplitud méxima del ecualizador en funcién del tiempo de ocupaciéon de muestra.



Capitulo 4

Reconstruccion de una Senal
Aleatoria a partir de sus Muestras

El estudio del proceso de muestreo quedaria incompleto sin considerar la reconstrucciéon de una senal
aleatoria a partir de sus muestras. Vamos a ver que un proceso estacionario en sentido amplio cuya densi-
dad espectral de potencia estd limitada en banda se puede reconstruir a partir de la secuencia de muestras
tomadas a una tasa igual a dos veces la frecuencia superior de la senal. En este caso el proceso de recons-
truccién da lugar a una senal que es igual a la original en sentido cuadratico medio en todo instante de
tiempo.

Sea un proceso estocéstico o senal aleatoria X (t) estacionario en sentido amplio con funcién de autoco-
rrelacién Rx (7) y densidad espectral de potencia Sx(f). La condicién de sefial limitada en banda se puede
escribir segin

Sx(f)=0 para |f| > W. (4.1)

Supongamos ahora que se dispone de una secuencia infinita de muestras tomadas del proceso a la tasa de
Nyquist fs = 2W, es decir, a dos veces la frecuencia superior de la sefial. Si denotamos con X'(t) a la
senal aleatoria reconstruida a partir de la secuencia infinita de muestras, podemos utilizar la férmula de
interpolacion ya vista obteniéndose

X'(t) = i X(%)sinc(QWt—n), (4.2)

n=—oo

donde cada X (ﬁ) es una variable aleatoria obtenida muestreando el proceso X (¢) en el instante de tiempo
t= 517-

El valor cuadrético medio del error entre la sefial original X (¢) y el proceso reconstruido X'(t) viene
dado por

€= E[(X(t) - X'(1)’] = BIX?(t)] - 2E[X () X' ()] + B[(X'(t))?]. (4.3)
El primer término de esta ecuacion es el valor cuadratico medio de la senal original y se puede poner segin
BIX?(t)] = Rx(0). (4.4)

Para el segundo término de la ecuacién (4.3) se puede sustituir X’(¢) por su valor dado por la ecuacién
(4.2), obteniéndose

)] = > x () _
EX(®)X'(t) = E | X(t) n;mx (QW)smc(QWt n)] . (4.5)
Si en esta ecuacion intercambiamos el orden del sumatorio y el valor esperado obtenemos
NI AN IR - _ Vg _
EX()X'()] = n;ooE [X(t)x (2W)} sinc(2Wt — n) = n;@ Ry <t 5 W) sinc(2Wt —n).  (4.6)

Para procesos estacionarios E[X (t)X'(¢)] es independiente del tiempo ¢, entonces podemos poner ¢t = 0
en la ecuacion (4.6) y tener en cuenta que en el caso real la autocorrelacién es par, Rx (—7) = Rx(7), por

17
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lo que obtenemos

EX(HX'()] = > Rx (%) sinc(—n) (4.7)

W) representan muestras de la funcién de autocorrelacion Rx (7) tomadas a una tasa
fs = 2W. Ya que, como hemos dicho, la transformada de Fourier de la autocorrelacién Rx (7) es la densidad
espectral de potencia Sx(f) que estd limitada en banda segun la ecuacién (4.1), se cumple el teorema de
Nyquist y por tanto utilizando la férmula de interpolacion se puede escribir

Los términos Rx ( o

oo

Rx(r)= Y Rx (%) sinc(2Wr — n) (4.8)

n—=—oo

para recuperar la autocorrelaciéon Rx (7) a partir de sus muestras Rx (ﬁ) Comparando las ecuaciones
(4.7) y (4.8), se puede fijar 7 = 0 en la segunda para poder igualarlas obteniéndose finalmente

E[X()X'(t)] = Rx (0) (4.9)

para el segundo término de la ecuacién (4.3).
Para el tercer término de la ecuacién (4.3) se puede sustituir X’(¢) por su valor dado por la ecuacién
(4.2), obteniéndose

(X' (1)) = E i X(%) sinc(2Wt — n) i X(Jy) sinc(QWt—k:)]
n=-—oo k=—o0
= E i sinc(2Wt —n) i X (%) X (2;/> sinc(2W't — )] . (4.10)
n—=—oo k=—oc0

Si en esta ecuacion intercambiamos el orden del sumatorio y el valor esperado obtenemos

E[(X' ()% = i sinc(2Wt — n) i E [X (%) X (25[/)] Sinc(2Wt — k)
n=—00 P
= n_ioo sinc(2Wt — n) k_ioo Rx (nZWk> sinc(2Wt — k) (4.11)

Se puede comprobar facilmente teniendo en cuenta la ecuacién (4.8) que el segundo sumatorio de la ecuacién
(4.11) se puede poner segin

> (5

k=—o0

) sinc(2Wt — Z Rx ( ) sinc(2Wt —n — k) = Ry (t - %) (4.12)

k=—o0

Sustituyendo esta ecuacién en la ecuacién (4.11) y teniendo en cuenta las ecuaciones (4.6) y (4.9) se obtiene
finalmente

E[(X'(t))? Z Ry (t—ﬁ> sinc(2Wt — n) = Rx (0) (4.13)

para el tercer término de la ecuacién (4.3).
Sustituyendo las ecuaciones (4.4), (4.9) y (4.13) en la ecuacién (4.3) se tiene

€ = B[(X(t) - X'(1)*] = E[X*(t)] - 2B[X (1) X"(t)] + E[(X'(1))*] = 0. (4.14)

Es decir, el valor cuadratico medio de la diferencia entre la sefial original X (¢) y la senal reconstruida X' (¢)
utilizando las muestras tomadas a la tasa de Nyquist fs = 2W es igual a cero.



Capitulo 5

Multiplexacion por Division en el
Tiempo (TDM)

El teorema de muestreo nos permite transmitir toda la informacién contenida en una senal limitada en
banda ¢(t) utilizando muestras tomadas uniformemente a una tasa ligeramente superior a la de Nyquist.
Una caracteristica importante en el proceso de muestreo es la conservacion del tiempo. Esto quiere decir
que la transmision de una senal muestreada utiliza el canal de comunicacién solamente durante una fraccién
muy pequena del tiempo de muestreo de forma periédica y, de este modo, el resto del tiempo entre muestras
adyacentes no se utiliza. Este tiempo que no se utiliza se puede usar precisamente para transmitir muestras
procedentes de otras fuentes de informacién independientes en un sistema en tiempo compartido. Asi ob-
tenemos lo que se denomina senal TDM o multiplexacion por divisién en el tiempo que permite la
utilizacién conjunta de un canal de comunicaciones comin por un conjunto de fuentes independientes sin
interferencia mutua.

En la figura 5.1 se puede ver esqueméticamente un sistema TDM extremo a extremo. El sistema tiene
como entrada N sefiales analdgicas procedentes de N fuentes independientes. Cada una de estas senales
de entrada se limita en banda al ancho de banda adecuado mediante un filtro paso bajo antialiasing para
eliminar las componentes en frecuencia no esenciales para la representacién de la senal. Las N salidas de
los filtros paso bajo se aplican a un conmutador que se implementa en la practica mediante circuiteria
electrénica de conmutacién. El propdsito de este conmutador es:

= Tomar una muestra estrecha de cada una de las N entradas a una tasa f, ligeramente superior a la
tasa de Nyquist 2W, siendo W la frecuencia de corte de los filtros paso bajo antialiasing.

= Colocar cada una de las N muestras procedentes de las N senales de forma ordenada dentro de cada

periodo Tj.
1 Filtro Filtro 1
Paso Bgjo Paso Bgjo
Sincronizacion
2 Filtro Filtro 2
Paso Bgjo : Paso Bgjo
Ve RN
Modulador de Canal de Demodul ador
> | — |
° Pulsos Transmision de Pulsos °
° Conmutador Deconmutador °
L] L]
Pulsos de Pulsos de
Sincronismo Sincronismo
N Filtro Filtro N
Paso Bajo Paso Bgjo

Figura 5.1: Esquema de un sistema TDM extremo a extremo.
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La segunda operacién del conmutador es de hecho lo esencial de la multiplexacién por divisién en el
tiempo. Tras el conmutador, la senal ya multiplexada se aplica a un modulador de pulsos, cuyo propdsito es
modificar la senial multiplexada de la forma apropiada para su transmisién por el canal de comunicaciones.
Se puede ver que el proceso de multiplexacién introduce una expansién en el ancho de banda de un factor de
N, puesto que el esquema TDM coloca N muestras procedentes de fuentes independientes en un intervalo
temporal igual al periodo de muestreo. Es decir, la tasa real de muestras por segundo es de N f.

En el extremo receptor, la senal recibida se aplica a un demodulador de pulsos que realiza la operacién
inversa al modulador de pulsos. Las muestras ordenadas en la senal TDM a la salida del demodulador
de pulsos se distribuyen en los N canales utilizando un de-conmutador, como se puede ver en la figura
5.1, que debe estar en perfecto sincronismo con el conmutador del transmisor. La sincronizacion entre
el conmutador y de-conmutador es esencial para el correcto funcionamiento el sistema TDM. El modo
en el que se implementa esta sincronizacién, como veremos mas adelante, va a depender del método de
modulaciéon de pulsos empleado para transmitir por el canal de comunicaciones la secuencia multiplexada.
Finalmente, como se puede ver en la figura 5.1, cada una de las N senales se pasa por el filtro paso bajo
de reconstruccion correspondiente para obtener las IV senales analégicas.

El sistema TDM es muy sensible a la dispersion del canal de comunicaciones, esto es, es muy sensible a
variaciones de la amplitud con la frecuencia o a pérdidas de proporcionalidad de la fase con la frecuencia.
En general, va a ser necesario realizar una ecualizacién de la senal para asegurar el correcto funcionamiento
del sistema.

El sistema TDM es inmune a no linealidades en la amplitud del canal de comunicaciones como fuente de
diafonia (proceso por el cual se mezclan o interfieren senales procedentes de fuentes o canales diferentes),
debido a que las diferentes senales no estan presentes en el canal de forma simultanea.

TDM y FDM constituyen los dos estandares béasicos de multiplexacién més utilizados en telefonia. Con
la coexistencia de los sistemas analdgicos y digitales en la red telefénica, es necesario disponer de interfaces
entre las secciones analdgicas y las secciones digitales de la red. El elemento denominado transmultiplexor
es el interfaz disenado con este proposito: convierte una senal TDM en FDM y viceversa.



Capitulo 6

Modulacion de pulsos en Amplitud
(PAM)

En la modulacién de pulsos en amplitud o PAM, la amplitud de pulsos rectangulares equiespaciados es
proporcional al valor instantdneo de las muestras de una senal continua. En la figura 6.1 podemos ver un
ejemplo de senial moduladora. En la figura 6.2 se puede ver la portadora utilizada para generar la senal
PAM. Como puede verse no es mas que un tren periddico de pulsos. En la figura 6.3 podemos ver la senal
PAM generada a partir de la senal moduladora de la figura 6.1 y la senial portadora de la figura 6.2.

m(t)

Figura 6.1: Senial moduladora.

c(t)

TR

Figura 6.2: Senal portadora utilizada en PAM.

s(t)

||

Figura 6.3: Sefial PAM.

21



22 CAPITULO 6. MODULACION DE PULSOS EN AMPLITUD (PAM)

La senal PAM se puede expresar analiticamente segun

oo

st) = 3 [L+kan(nT)g(t - nT), (6.1)

n=—oo

donde m(nTy) es la muestra n de la senal moduladora m(t), T es el periodo de muestreo, k, es la sensibilidad
en amplitud y g(t) es la forma de pulso. Al igual que ocurria en AM la constante k, se elige para no tener
sobremodulacién, es decir, para mantener la polaridad de la portadora siempre positiva, segiin la condicion

ko|lm(nTs)| < 1 v n. (6.2)

La tasa de muestreo debe ser mayor que dos veces la frecuencia maxima de la senal moduladora m(t) de
acuerdo con el teorema de muestreo.

La senal PAM s(t) se puede demodular de forma sencilla utilizando un filtro paso bajo con frecuencia de
corte igual al ancho de banda de la senal moduladora m(t). La sefal recuperada tendra una componente
continua, debido a que la senal PAM contiene la senal portadora, que se puede eliminar de forma sencilla
mediante un condensador de desacople. Ademas la senal recuperada tiene una ligera distorsion en amplitud
debido al efecto apertura causado por el alargamiento de las muestras que se puede corregir utilizando un
ecualizador como ya hemos visto.

La transmision de sefiales PAM impone restricciones muy severas en la respuesta en amplitud y fase del
canal de comunicaciones debido a la duracién relativamente corta de los pulsos transmitidos. Ademas de
un excesivo ancho de banda de transmisiéon, el funcionamiento frente al ruido de un sistema PAM nunca
puede ser mejor que la transmisién de la senal en banda base. Se puede ver que para transmision a larga
distancia, el sistema PAM se puede utilizar como una parte del proceso TDM, a partir del cual se utilizard un
modulador de pulsos que emplee alguna otra forma de modulacién de pulsos, es decir, se podria adaptar la
forma de g(t) al canal de comunicaciones.

La mayor parte de los sistemas de modulaciéon de pulsos requieren sincronizacién del receptor y del
transmisor. Se suele mantener sincronismo a nivel de trama. Este método requiere transmitir informacién
anadida, ademas de los pulsos de informacién, que sirva como marcas temporales dentro de cada trama,
de forma que el receptor sea capaz de diferenciar esas marcas de los pulsos de informacién. En algunos
casos la marca temporal se fija transmitiendo un marcador por trama, mientras que en otros casos se fija
eliminando un pulso en su intervalo correspondiente. En el caso de transmitir marcadores, éstos deberan ser
tales que se puedan distinguir de los pulsos de informacién. En un sistema PAM, un marcador se identifica

1 H [ H

1 2 3 S 1 2 3 s

Figura 6.4: Trama TDM-PAM con una marca de sincronismo por trama.

, Sdlida

> Entrada
Umbrd

Figura 6.5: Caracteristica entrada/salida del dispositivo umbral.
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1 2 3 S 1 2 3 s

Figura 6.6: Senal de sincronismo recuperada.

haciendo la amplitud del pulso mayor que todos los posibles valores de los pulsos de informacién. En la
figura 6.4 se puede ver la trama TDM correspondiente a tres canales PAM y una marca de sincronismo
por trama. Un marcador de este tipo se puede separar facilmente de la senal recibida mediante un sistema
umbral que deje pasar tnicamente senales con amplitud mayor que el umbral de entrada. En la figura 6.5
se puede ver la caracteristica entrada/salida de este dispositivo umbral. Cuando la senal TDM de la figura
6.4 estd por debajo del umbral la salida es cero. Para cuando la senal es mayor que el umbral la salida es
constante. Cuando la senal TDM de la figura 6.4 se pasa por el sistema umbral de la figura 6.5 se obtiene
una senal de sincronismo como la que puede verse en la figura 6.6.



Capitulo 7

Modulacion de Pulsos en el Tiempo
(PPM y PDM)

En un sistema de modulacién de pulsos, se puede incrementar el ancho de banda gastado por los pulsos
para obtener una mejora en su funcionamiento con ruido representando cada muestra de la senial mediante
alguna propiedad del pulso distinta de su amplitud. En la modulacién por duracién del pulso o PDM,
las muestras de la senal moduladora m(t) se utilizan para modificar la duracién de los pulsos individuales.
La sefial moduladora m(t) modifica el instante de tiempo del flanco de subida, del flanco de bajada o de
ambos. Para el caso en el que sélo se modifique la posicién del flanco de bajada, la forma del pulso g(t)
debe cumplir

g(t) #0 s6lo para 0 <t < T, (7.1)

entonces la senal modulada viene dada por

oo

B OT[t — nT,]
W= 2 (TS[1+kdm(nTs)])’ (7:2)

n=—oo

donde k4 es la sensibilidad en duracién del modulador. Para no tener sobremodulacién (que los pulsos no
se solapen) es necesario que se cumpla la condicién

0 <1+ kgm(nTy) <2 Y n, (7.3)

o lo que es lo mismo
kqlm(nTy)| < 1 Y n. (7.4)

En la figura 7.1 se puede ver una senal moduladora y en la figura 7.2 la senal PDM.

En PDM los pulsos largos gastan una cantidad considerable de potencia durante el pulso mientras que
no anaden informacién adicional. Si dicha potencia adicional se elimina de la senal PDM y se conserva
unicamente los instantes de las transiciones, se obtiene un tipo mas eficiente de modulaciéon de pulsos
denominado modulacién por posicién de pulsos o PPM. En PPM la posicién relativa del pulso
respecto a su posicién sin modular varfa de acuerdo con la sefial moduladora m(t). La forma del pulso g(t)
debe cumplir

T
g(t)=0 para [t| > 7 (7.5)

entonces la senial modulada viene dada por

oo

s(t)= Y glt—nT, — kym(nT.)], (7.6)

n=—oo

donde k, es la sensibilidad en posicién del modulador. Para no tener sobremodulacién (que los pulsos no
se solapen) es necesario que se cumpla la condicién

0 < kplm(nTy)| <

T 2_ T vn (7.7)

En la figura 7.3 se puede ver la senal PPM para la senal moduladora de la figura 7.1.
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m(t)

Figura 7.1: Senal moduladora.

s(H)

IRRNIIENE

s 2Tg 3Tg

Figura 7.2: Senal PDM con muestreo uniforme.

s

| | | | | | | | | t
T T T T T T T T T
Ts 2Tg 3Tg

Figura 7.3: Senal PPM con muestreo uniforme.

Un procedimiento para generar una senal PDM en la que varie el flanco de bajada consiste en sumar a
la sefial moduladora m(t) una senal portadora con pulsos con forma de dientes de sierra y la sefial suma
aplicarla a un sistema umbral. En la figura 7.4 se puede ver este procedimiento. La duracion del pulso es
proporcional a la magnitud de la senal en el instante del flanco de bajada en lugar de proporcional al flanco
de subida, que es el que es periédico en el tiempo. Por lo tanto, no se estd haciendo un muestreo uniforme
de la senal. Esta forma de muestreo se denomina muestreo natural para diferenciarlo del uniforme. Si se
desea emplear muestreo uniforme en lugar de muestreo natural se puede generar en primer lugar una senal
PAM cuyos pulsos ocupen todo el periodo de muestra y sumar esta senal a la senal con forma de dientes
de sierra en lugar de la moduladora directamente. De esta forma la duracién del pulso es proporcional a
la senal moduladora m(t) en el instante del flanco de subida que si que es periddico. Entonces el muestreo
es uniforme. Una consecuencia del muestreo uniforme es que se introduce cierta distorsién en la senal
reconstruida. Esta distorsién es aceptable para voz si no es esencial alta fidelidad.

El andlisis espectral de senales PDM y PPM es complicado. Vamos a ver una descripcion cualitativa en
PDM con muestreo natural. Sea T el periodo de muestreo. T es también la separacién entre los flancos
de subida de la senal PDM. La senal PDM se ha obtenido mediante muestreo natural en los flancos de
bajada. Vamos a suponer también que la senal moduladora m(t) es sinusoidal con frecuencia f,,,. Bajo estos
supuestos la sefial PDM tiene las siguientes componentes frecuenciales:

= Componente continua a frecuencia cero igual al valor medio de la senal modulada.

» Componentes a frecuencias multiplos enteros de la de muestreo fs = 1/Ts que corresponden a lineas
espectrales en +nfs para n = 1,2,3,... Estas componentes asi como la componente continua son
debidas al tren de pulsos sin modular que se puede considerar como senal portadora.
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m(t)

c(t)

Tgs 2T 3Tg

m(t) + c(t)

Umbral

s(t)

LI

Tgs 2Tg 3Tg

Figura 7.4: Procedimiento para generar una seial PDM con muestreo natural.

= Componente a la frecuencia f,, en fase con la senal moduladora que da lugar a las lineas espectrales
+fm-

= Componentes frecuenciales correspondientes a productos de modulacién cruzados entre la senal mo-
duladora sinusoidal y la senal portadora. Dan lugar a las lineas espectrales +nfs £ mf,,, para
n,m = 1,2,3,... Son pares de bandas laterales para cada componente de la sefial portadora, ex-
cepto para frecuencia cero.

La senal moduladora se puede recuperar pasando la senal PDM por un filtro paso bajo, sin embargo
el proceso de reconstruccién viene acompanado por cierta cantidad de distorsiéon debido a los productos
de modulacién que caen en la banda de la senal como fs — 2f,,, fs — 3fm, etc. Para evitar que haya
mucha distorsién en la senal reconstruida, es necesario restringir la maxima excursién del flanco de bajada
de la senal PDM. Cuando se utiliza muestreo uniforme para generar la senal PDM, la salida del filtro
reconstructor paso bajo no sélo tiene la sefial deseada, sino también sus arménicos +mf,, conm = 2,3, .. ..
Con muestreo natural esos armdnicos no existen. En ambos casos siempre estan presentes los productos
de modulacién antes indicados. En el muestreo uniforme se tiene un deterioro mayor de la senial que en el
muestreo natural.
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En el caso de la senal PPM, se puede asumir que cada pulso tiene una duracién T' muy pequena comparada
con el intervalo de muestreo Ty, asi que se puede considerar como un impulso. De aqui se puede deducir que
el espectro de una sennal PPM con muestreo natural y moduladora sinusoidal es muy similar al espectro de
PDM, excepto que contiene una componente proporcional a la derivada de la senal moduladora en lugar
de proporcional a la senal moduladora como tal y que la componente continua es mucho menor. Entonces
se puede recuperar la senal de informacion de la senal PPM pasandola por un filtro paso bajo e integrando
el resultado. Otra forma de recuperar la sefial de informacién consiste en convertir la senal PPM en PDM
primero y luego demodular este ultima mediante un filtro paso bajo. De este modo se obtiene una mayor
amplitud de senal y menos distorsién.

En un sistema con modulacién de pulsos en el tiempo como PDM o PPM, la informacién transmitida
estd contenida en las posiciones relativas de los pulsos modulados o sus flancos de subida o bajada. La
presencia de ruido afecta al funcionamiento del sistema modificando el instante de tiempo en el cual el
pulso comienza o acaba. Se puede conseguir inmunidad frente al ruido haciendo que la subida o bajada
de los pulsos sea muy rapida de forma que el intervalo de tiempo durante el cual el ruido puede ejercer
perturbaciones sea muy pequeno. De hecho, un ruido selectivo podria no afectar a los flancos de subida y
bajada de los pulsos si los pulsos recibidos fueran perfectamente rectangulares, debido a que la presencia
de ruido que sélo introduzca perturbaciones en amplitud no afecta a la posicién de los flancos. La recepcion
de pulsos perfectamente rectangulares implica un ancho de banda de transmisién infinito.

En la préactica con un ancho de banda de transmisién finito, los pulsos recibidos tienen un tiempo finito
de subida y bajada por lo que el funcionamiento del sistema se va a ver afectado por el ruido.

Como en un sistema FM la calidad frente al ruido en un sistema PPM o PDM es proporcional al cuadrado
del ancho de banda normalizado. La calidad del sistema PPM, bajo las mismas condiciones, es siempre mejor
que para el sistema PDM. La razon de ello es que el sistema PPM contiene la misma informacién que el
sistema PDM, pero con un ahorro significativo de potencia transmitida con respecto a PDM. Por ello, PPM
es més eficiente en potencia que PDM. En cualquier caso ambos sistemas pueden mejorar significativamente
al sistema PAM simplemente intercambiando ancho de banda por calidad. Ademaés si el ruido es elevado, el
receptor puede detectar pulsos falsos o no detectar pulsos buenos aumentando mucho el ruido a la salida,
hasta desaparecer la senal por completo. Es decir, como los sistemas PPM y PDM no son lineales sufren
un efecto umbral de forma similar a como ocurria con FM.

Al igual que ocurria con los sistemas PAM, los sistemas PDM y PPM se suelen emplear como base de
modulacién para formar tramas TDM que requieren transmitir ciertas marcas de sincronismo. Al igual que
vimos para los sistemas TDM-PAM, en TDM-PDM y en TDM-PPM se utiliza una marca de sincronismo
por trama. En la figura 7.5 podemos ver un ejemplo de sincronismo a nivel de trama para ambos casos.

En PDM el marcador se identifica eliminando el pulso en el intervalo correspondiente al canal de sin-
cronismo. Un método para identificar el marcador en recepcién es utilizar el tiempo de carga de una red
resistencia-condensador para medir la duracién de los intervalos de tiempo entre cada dos pulsos consecu-
tivos. La constante de tiempo se elije de modo que durante el intervalo del marcador (pulsos separados)

PDM Marca Marca

i l

Figura 7.5: Sincronizacién de tramas TDM-PDM y TDM-PPM.
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la tensién en el condensador supere un valor suficientemente por encima de cuando se detecten los pulsos
normales de canales de informacién (pulsos juntos). La senal de tension en el condensador se puede aplicar
a un circuito umbral apropiado de forma que a su salida se obtenga la senal de sincronismo buscada.

En PPM por su parte el marcador se identifica transmitiendo un pulso varias veces mas ancho que el
resto de pulsos utilizados para canales de informacion. En recepcion el marcador se puede extraer por
un procedimiento similar al explicado para PDM. En este caso el condensador se debe cargar durante el
tiempo que el pulso esté a nivel alto y descargar en los intervalos entre pulsos. La tensién en el condensador
superara un umbral cuando hay marcador y entonces mediante un circuito umbral se puede obtener la senal
de sincronismo a partir de la senal TDM-PPM recibida.



Capitulo 8

Modulacién Digital de Pulsos (PCM)

En los sistemas PAM, PDM y PPM sdélo se expresa el tiempo de forma discreta, mientras que los
parametros de modulacion: amplitud, duraciéon y posicién varian de acuerdo con el mensaje. En estos
sistemas, la transmisién de la informacién es analdgica en instantes discretos. Por otro lado, en PCM (Pulse
Code Modulation), la senal es muestreada y cada muestra se redondea al més cercano de un conjunto finito
de posibles valores. Asi tanto la amplitud como el tiempo son discretos. De esta forma la informacién se
puede transmitir con impulsos codificados.

La utilizacién de senales digitales en lugar de analdgicas tiene tres ventajas:

= Robustez frente al ruido y las interferencias.
= Regeneracion eficiente de la senal codificada a lo largo del camino de transmision.

= Formato uniforme para diferentes tipos de senales banda base.

Como inconveniente se puede citar el incremento del ancho de banda, asi como el incremento de la
complejidad. Con el incremento de disponibilidad de sistemas de banda ancha, los avances en los sistemas
de codificacion y la mejora de las tecnologias, los sistemas digitales se han impuesto a los sistemas analdgicos
en la mayorfa de los casos. En la figura 8.1 se puede ver el esquema del codificador/transmisor de PCM.
El muestreo, cuantificacién y codificacién se suelen realizar en un unico sistema denominado conversor
A /D. El esquema del decodificador/receptor de PCM se puede ver en la figura 8.2. Ademds en puntos
intermedios a lo largo del canal de comunicaciones se puede regenerar la senial segiin como puede verse en
la figura 8.3. Cuando se multiplexan varias senales PCM para generar una trama TDM-PCM es necesario
que el transmisor y el receptor estén sincronizados.

Sefial Filtro Sefial
Banda ——> . > Muestreador > Cuantificador > Codificador —>
Paso Bajo PCM
Base
Figura 8.1: Esquema del codificador/transmisor PCM.
Senial Circuito Filtro de Sefial
— Decodificador > I )
Entrada Regenerador Reconstruccion Destino
Figura 8.2: Esquema del decodificador/receptor PCM.
Sefial PCM Repetidor Repetidor Sefial PCM
—_— —— — ——
. . Regenerador Regenerador
con Distorsion Regenerada

Figura 8.3: Regeneracion de la senal a lo largo del canal de comunicaciones.
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8.1. Muestreo

La senal analégica de entrada se muestra con un tren de pulsos rectangulares estrechos que aproximen al
muestreo instantaneo. Para asegurar la reconstruccién de la senal original en recepcién, la tasa de muestreo
debe ser mayor que la de Nyquist, es decir, que el doble de la componente frecuencial mayor W de la senal
banda base de entrada. De hecho se suele utilizar un filtro paso bajo a la entrada de ancho de banda W
para eliminar las componentes a mayor frecuencia antes del proceso de muestreo propiamente dicho. El
muestreo permite la transformacién de una senal continua que varia en el tiempo a un conjunto de valores
en instantes discretos del tiempo.

8.2. Cuantificacion

La amplitud de cada muestra tiene un rango continuo de valores. Dentro del rango finito en amplitud
donde varian las muestras de la senal banda base, se puede encontrar un nimero infinito de posibles niveles
de amplitud. En la préctica, los sentidos sélo pueden diferenciar un nimero finito de niveles de amplitud.
Esto significa que cada muestra se va a poder aproximar por una amplitud discreta de un conjunto finito de
posibles valores, procurando reducir el error en la aproximacion tanto como sea posible. La existencia de un
nimero finito de amplitudes es una caracteristica diferencial de una senal PCM. Si se eligen estos niveles
de amplitud lo suficientemente cercanos entre si, el error cometido entre la senal original y la cuantificada
sera despreciable, por lo que en la practica, ambas senales serdn indistinguibles.

La conversion de una muestra continua a formato digital, es decir, a una muestra con amplitud discreta,
se denomina proceso de cuantificacién. La caracteristica entrada/salida de un cuantificador tiene forma
de escalera. La diferencia entre dos valores adyacentes se denomina tamano del escalén §. Un cuantificador
se disefia para un rango de valores de entrada esperados (—Amax, Amax). Siempre que la sefial de entrada
caiga en este intervalo, se dice que el cuantificador estd funcionando en su zona lineal de trabajo. Si el valor
de la senal de entrada cayera fuera de este intervalo, se dice que el cuantificador esté funcionando en zona
de saturacion. El tamano del escalén se determina mediante

_ 2Améx
= 7

5 (8.1)
donde L el el nimero de niveles de cuantificacién. En la figura 8.4 se puede ver la caracteristica entra-
da/salida para L = 11 niveles de cuantificacién, tamano del escalén § = 1 y rango de entrada dado por
Amsx = 5,5.

La amplitud de entrada se divide en intervalos (zonas horizontales de la escalera) y se asigna para todos
los valores dentro de ese intervalo el nivel de salida correspondiente al valor medio del intervalo (altura
vertical de los escalones). Por ejemplo segiin la figura 8.4 si el valor de entrada cae en el intervalo [2,5 3,5)
se le asignard el valor cuantificado de salida 3.

Salida
A
5|
ol
3
2| .
12 -32 1.
o s g T
R 1/ 312512712912 > Entrada
------ 2
........... 3
................ o
..................... I

Figura 8.4: Caracteristica entrada/salida para el cuantificador de tipo Mid-Thread.
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Error

~oi2 -112, 512 -3i2 -1/2, 12

12 32 "5/2 "7/12 " 912

> Entrada

Figura 8.5: Error de cuantificacién como funcién de la senal de entrada.

Entrada

Sdlida Error

Figura 8.6: Senal sinusoidal cuantificada junto con el error de cuantificacién cometido.

Se denomina error de cuantificacion a la diferencia entre la sefial de entrada y la senal de salida del
cuantificador. En la figura 8.5 se ha representado el error de cuantificacién como funcién de la senal de
entrada para el cuantificador de la figura 8.4. Como puede verse en la zona lineal de funcionamiento el error
méaximo de cuantificacién viene dado por la mitad del tamano del escalén (0,5 en este caso), mientras que
en la zona de saturacién el error no estd acotado. El objetivo a la hora de disenar un cuantificador debe ser
evitar la zona de saturaciéon y minimizar el error de cuantificaciéon empleando para ello el menor niimero
de escalones posibles, pues, como veremos mas adelante, aumentar el nimero de escalones significard un
mayor ancho de banda de transmisién. En la figura 8.6 se puede ver la senal cuantificada correspondiente
a una senal sinusoidal, junto con el error de cuantificacién cometido.

Si 6 es el tamano del escalén, en un caso general cuando la sefial de entrada cae en el intervalo

[(Hi —1/2)8, (H; +1/2)0) (8.2)

el valor cuantificado de salida es
H;§ para H; = 0,+1,£2,... (8.3)
donde i € {1,2,...,L} indexa el nimero de escalén. Este tipo de cuantificador que posee un nimero de

niveles L impar, se denomina de tipo Mid-Thread, ya que el origen coincide con una zona horizontal de
la escalera. El cuantificador de la figura 8.4 es de este tipo.

Cuando el numero de niveles L es par, el cuantificador se denomina de tipo Mid-Riser, ya que el origen
coincide con una zona vertical de la escalera. En este caso cuando la senal de entrada cae en el intervalo

[(H; —1)6/2,(H; +1)6/2) (8.4)

el valor cuantificado de salida es
H;6/2 para H; = +£1,4+3,+5, ... (8.5)

En la figura 8.7 se puede ver la caracteristica entrada/salida de tipo Mid-Riser para L = 8 niveles de
cuantificacién, tamano del escalén 6 = 1 y rango de entrada dado por Ay = 4.

El proceso de cuantificacién visto utiliza una separacién uniforme entre los valores de cuantificacién. En
algunos casos es 1til usar separaciones variables entre los niveles de cuantificacion. En el caso de una senal
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A Salida
720 -
52| .
32| .
1/2 P
=5 129 » Entrada
LT -1/2
P -3/2
--------- -5/2
el -7/2

Figura 8.7: Caracteristica entrada/salida para el cuantificador de tipo Mid-Riser.

de voz, entre una senal fuerte y una débil puede haber una relacién de amplitudes de 1000 a 1, o incluso
maés. Usando un cuantificador uniforme las senales débiles tendran un error relativo de cuantificacién
mucho mayor que las senales fuertes ya que utilizan muchos menos niveles (escalones) de cuantificaciéon que
las senales fuertes. Utilizando un cuantificador no uniforme de forma que el tamano del escalén aumente
segun nos alejamos del origen, se consigue que el error de cuantificacién se mantenga aproximadamente
constante con respecto al tamano de la senal, es decir, el error de cuantificacién respecto al tamano de la
senal, va a ser similar para senales débiles, que utilizan menos escalones pero pequenos en tamafno, que
para senales fuertes, que utilizan todos los escalones pero los mas alejados de tamano mayor. De esta forma
se logra un porcentaje de precisién uniforme independientemente del rango de amplitudes de la senal de
entrada siempre que no estemos en saturacion. Se necesita un menor nimero de escalones que si se utilizara
un cuantificador uniforme para garantizar la calidad en senales débiles. El precio a pagar serd una ligera
pérdida de calidad para senales fuertes, pero dichas senales tienen una calidad méas que suficiente y la
pérdida no es significativa.

El uso de un cuantificador no uniforme es equivalente a pasar la senal banda base por un compresor
y utilizar un cuantificador uniforme. El compresor se nombra por su efecto en las senales fuertes, ya
que expande las débiles y comprime las fuertes. Para recuperar la senal en recepcién va a ser necesario
utilizar un expansor cuya caracteristica entrada/salida es la complementaria al compresor. Igualmente, el
expansor se nombra por también su efecto en las senales fuertes, ya que comprime las débiles y expande
las fuertes. Idealmente el compresor y el expansor deben ser inversos de modo que excepto por los errores
de cuantificacion la senal a la entrada del compresor y a la salida del expansor sean exactamente iguales.
La combinacién de compresor y expansor se denomina técnica de compansién. En la figura 8.8 se puede
ver el esquema de esta técnica de cuantificacién no uniforme.

Existen dos leyes de compansién. La primera de ellas se denomina ley . Si v; y vy son las amplitudes
normalizadas (con respecto al pardmetro Apsx) de entrada y salida del compresor respectivamente, la
caracteristica entrada/salida viene dada por

_ In(1 + pfoa])

[va| = (1) (8.6)

donde p es el parametro ajustable de la ley. El compresor es una funcién impar, es decir, si v; es positivo, ve
también lo serd y si vy es negativo, vy también lo sera. En la figura 8.9 se puede ver la funcién normalizada
para cuando v; y v2 son ambos positivos (recordar que la funcién es impar). Para u = 0 tenemos el

TRANSMISOR/CODIFICADOR RECEPTOR/DECODIFICADOR
Sefial o Sefial
Cuantificador
—| Compresor . > .- ——=  Expansor |——>
Uniforme .
Entrada Destino

Figura 8.8: Técnica de cuantificacion no uniforme usando compansién.
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Figura 8.9: Caracteristica entrada/salida del compresor con ley p.

caso uniforme, es decir, el compresor es lineal. Un valor tipico utilizado en la practica es p = 100. Como
se puede ver la ley g no es ni estrictamente lineal ni estrictamente logaritmica. Se puede decir que es
aproximadamente lineal para p|v1| < 1 y aproximadamente logaritmica para ulvi| > 1.

Para un valor dado de p, con el inverso de la pendiente de la curva de compresién se puede obtener el
tamano del escalén para cada valor v; de entrada segin

d|1)1| o 111(1 + ,U)
d|’l)2|

(14 plosl). (8.7)

El inverso de esta ecuacién, nos da la pendiente de la curva de compresién, que define la ganancia (o
pérdida) de compansién para cada valor de vy segin

dlva| J

= . 8.8
Ao ~ W+ @)1+ o] &)

Cerca del origen (v; = 0) el tamano del escalén ha disminuido por un factor
o (8.9)

In(1 + p)’

Este valor se denomina ganancia de compansion para senales débiles y para p = 100 vale 26,7 dB.
Para senales fuertes (v; = 1) el tamaio del escalén ha aumentado por un factor

In(1+ ) (1 + p)
I

. (8.10)

Este valor se denomina perdida de compansién para senales fuertes y para p = 100 vale 13,4 dB.
La segunda de las leyes se denomina ley A. La caracteristica entrada/salida (amplitudes normalizadas
con respecto a Apax) viene dada por

Alvq| 1
1+1n(1A) 0<|unl <3
e o (8.11)
1+In(A 1
Ty 7 < w1

donde A es el pardmetro ajustable de la ley. Este compresor, al igual que el dado por la ley p, también
tiene una caracteristica impar. En la figura 8.10 se puede ver la funcién normalizada para cuando vy y vs
son ambos positivos (recordar que la funcién es impar). Para A = 1 tenemos el caso uniforme, es decir,
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Figura 8.10: Caracteristica entrada/salida del compresor con ley A.

el compresor es lineal. Un valor tipico utilizado en la practica es A = 100. La ley A estd formada por un
primer tramo estrictamente lineal seguido de un segundo tramo estrictamente logaritmico.

Para un valor dado de A, con el inverso de la pendiente de la curva de compresion se puede obtener el
tamano del escalén para cada valor vy de entrada segin

1+In(A) 1
dlo: | —a 0< ol <5

dlva|

(8.12)
(1+In(A)]o] 7 <fo <1.

El inverso de esta ecuacién, nos da la pendiente de la curva de compresion, que define la ganancia (o
pérdida) de compansién para cada valor de v; segin

A 1
dJvs| I+in(A) 0< |l <3
dlon] = (8.13)
1 1
' o 4 S el <L
Cerca del origen (v; = 0) el tamaiio del escalén ha disminuido por un factor
A
—_—. 8.14
1+1n(A) (8.14)

Este valor es ganancia de compansién para senales débiles y para A = 100 vale 25 dB. Para senales fuertes
(v1 = 1) el tamano del escalén ha aumentado por un factor

1+ 1In(A4). (8.15)

Este valor se denomina perdida de compansién para senales fuertes y para A = 100 vale 15 dB.

En la figura 8.11 se puede apreciar la SNR de cuantificacién (SQNR) como funcién de la potencia de
entrada para el caso uniforme, la Ley p y la ley A. Como se puede ver, la SQNR en el caso uniforme varia
como funcién de la potencia de la senal de entrada, de forma que para senales fuertes tiene mucha calidad
y para senales débiles muy poca. Empleando las leyes se consigue mantener la calidad aproximadamente
constante. La ley A consigue una curva algo mas plana que la ley p. Se pueden igualmente ver en dicha
figura la zona lineal de funcionamiento y la zona de saturacién en la que la calidad cae muy réapidamente.
Es posible identificar también la ganancia de compansion para senales débiles y la pérdida para senales
fuertes como la distancia en dBs entre la curva roja (cuantificador uniforme) y las curvas azul (ley pu) y
verde (ley A), respectivamente. En la seccién 9.2 se abordard el modelo tedrico para la SQNR en el caso
uniforme.

En los sistemas PCM reales, los sistemas compansores no son una réplica exacta de la caracteristica de
la ley p o de la ley A, sino que son una aproximacién por intervalos lineales a la curva deseada. Utilizando
un numero elevado de segmentos lineales, la aproximacion llega a ser bastante buena.
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Figura 8.11: SNR de cuantificacién como funcién de la senal de entrada. Comparacién entre el caso uniforme
y las leyes de compansién.

8.3. Codificacion

Combinando muestreo y cuantificacién hemos convertido la sefial banda base continua en un conjunto de
valores discretos de un conjunto finito de posibles valores. Sin embargo, esta representacién no es adecuada
para su transmision. Para aprovechar las ventajas de los sistemas digitales se requiere la codificacion para
obtener una senal con una forma més apropiada para su transmision. Cualquier forma de representar cada
uno de los valores discretos del conjunto finito se denomina cédigo. Cada evento discreto del cédigo se
denomina elemento del cédigo o simbolo. Por ejemplo, un simbolo se puede representar por la presencia
o ausencia de un pulso. Una ordenacion particular de los simbolos utilizada en un cédigo para representar
un tunico valor del conjunto discreto se denomina palabra cédigo o caracter.

Un cédigo binario tiene dos simbolos que se denotan por () y 1. En un cédigo ternario hay 3 simbolos,
etc. En presencia de ruido el c6digo binario es el que tiene un mejor comportamiento puesto que cada simbolo
puede soportar un nivel de ruido relativamente elevado y es mas facil de regenerar.

Supongamos que en el cédigo binario cada palabra cddigo tiene n bits (bit equivale a simbolo binario).
Con ese cédigo se pueden representar 2" nimeros distintos. Es por ello que se suele elegir el numero de
niveles de cuantificacion como potencia de 2 de forma que se puede igualar L = 2", o lo que es lo mismo,
el nimero de bits necesarios para codificar muestras cuantificadas con L niveles es n = log,(L), donde n
representa el nimero de bits por muestra. Por ejemplo, para L = 128 niveles tenemos n = 7 bits y para
L = 256 tenemos n = 8 bits. Hay muchas formas de establecer la relacién uno a uno entre cada nivel de
cuantificacién y cada palabra cédigo. Una forma sencilla de hacerlo es representar el ntimero de escalén
(empezando a contar desde abajo) en base dos (representacién binaria). En la tabla 8.1 se puede ver un
ejemplo de este tipo de codificaciéon para L =8 y n = 3.

La sefial que representa a cada 1 6 () se denomina cédigo de linea. Existen muchos cédigos de linea. Es
deseable que tenga una componente continua (dc) lo menor posible, que tenga el menor ancho de banda
posible y que permita recuperar el sincronismo a nivel de bit. Los mas utilizados son los siguientes:

= NRZ (Nonreturn to zero) unipolar (on-off). El simbolo 1 se representa transmitiendo un pulso
de amplitud constante durante todo el intervalo de bit y el () se representa mediante la ausencia de
pulso. En los periodos largos de varios unos o ceros consecutivos se puede perder el sincronismo de
bit. Presenta siempre componente continua. Tiene un ancho de banda relativamente pequeno.

» NRZ polar. El simbolo 1 y el () se representan mediante pulsos de igual amplitud positiva y nega-
tiva respectivamente durante todo el intervalo de bit. En los periodos largos de varios unos o ceros
consecutivos se puede perder el sincronismo de bit. Cuando los bits son equiprobables desaparece la
componente continua. Tiene un ancho de banda relativamente pequeno.
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Numero de escalén | Palabra cédigo
0 000
1 001
2 010
3 P11
4 100
5 101
6 110
7 111

Tabla 8.1: Ejemplo de cédigo usando la representacién en base dos del nimero de escalén.

» RZ (Return to zero) unipolar. El simbolo 1 se representa transmitiendo un pulso de amplitud
constante durante la mitad del intervalo de bit y el () se representa mediante la ausencia de pulso. En
periodos largos de varios ceros consecutivos se puede perder el sincronismo de bit, no asi en periodos
largos de varios unos consecutivos debido al flanco de bajada a mitad de intervalo de bit. Tiene un
ancho de banda mayor debido a que la duracién de los pulsos es menor. Tiene componente continua
aunque ésta es menor que para NRZ unipolar. Tiene un ancho de banda relativamente pequeno.

= Bipolar. Se utilizan tres niveles de amplitud. Para representar el simbolo 1 se utilizan alternativa-
mente pulsos positivos y negativos de igual amplitud y de duracién igual a todo el intervalo de bit. El
simbolo () se representa mediante la ausencia de pulso. En periodos largos de varios ceros consecutivos
se puede perder el sincronismo de bit, no asi en periodos largos de varios unos consecutivos debido
a la alternancia de pulsos positivos y negativos. Tiene componente continua cero. Tiene un ancho de
banda relativamente pequeno.

» Cédigo Manchester (Split-phase). El simbolo 1 se representa mediante un flanco de bajada, es
decir un pulso de amplitud positiva de duracién la mitad del tiempo de bit seguido de otro pulso de la
misma amplitud pero negativa de la misma duracién. El sfimbolo () se representa mediante un flanco
de subida, es decir un pulso de amplitud negativa de duracién la mitad del tiempo de bit seguido de
otro pulso de la misma amplitud pero positiva de la misma duracién. No tiene nunca componente
continua y mantiene el sincronismo a nivel de bit independientemente de los bits transmitidos puesto
que siempre presenta un flanco a mitad de tiempo de bit. Sin embargo, tiene un mayor ancho de banda
debido a que la duracién de los pulsos es menor (tiene mayor niimero de transiciones por unidad de
tiempo).

» Diferencial. En este caso la informacion se codifica en términos de transiciones en la senal. El
simbolo () se codifica mediante una transicién en la senal, mientras que el simbolo 1 se codifica
mediante ausencia de transicién (se mantiene el valor de la sefial). En ambos casos la sefial se mantiene
durante todo la duracion del bit. Se permite pulso con amplitud constante y ausencia de pulso. La
informacion se recupera comparando los pulsos adyacentes para determinar la presencia o ausencia de
transiciones. Hay presencia de componente continua. Tiene un ancho de banda relativamente pequeno.
Una inversion de la polaridad no va a afectar a la recuperacién de la informacién. Una secuencia larga
de unos (no transicién) va a provocar la pérdida de sincronismo a nivel de bit. Una secuencia larga
de ceros (siempre transicién) no presenta problemas de sincronismo de bit.

En la figura 8.12 se puede ver un ejemplo para los 6 tipos de cddigos de linea vistos. En la practica, los
pulsos que se transmiten no son rectangulares, es decir, estdn conformados para mejorar sus prestaciones
frente al ruido y las interferencias. La conformacién o forma de los pulsos se vera mas adelante.
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Figura 8.12: Ejemplo de codificacion para los seis tipos de cédigos de linea.

8.4. Regeneracién

Una de las caracteristicas mds importantes de PCM es la posibilidad de controlar los efectos de la
distorsién y el ruido debidos a su transmision a través de un canal de comunicaciones. Esta capacidad se
logra mediante la insercién de repetidores/regeneradores a lo largo de la linea de transmisién colocados
a la distancia adecuada. En la figura 8.13 se puede ver esquemédticamente un repetidor/regenerador.

El repetidor/regenerador conlleva tres procesos: ecualizacién, recuperacién del reloj y decisidn.
El ecualizador conforma los pulsos recibidos para compensar los efectos de distorsion en amplitud y fase
introducidos por el canal. El circuito de reloj genera un tren de pulsos periédicos obtenido a partir de la
senal recibida ya ecualizada, para poder muestrear esta senal en el mejor instante de forma que la SNR
sea maxima. El decisor es el encargado de muestrear la senal recibida ecualizada en los instantes indicados
por la senal de reloj y de decidir cudl fue el simbolo enviado para poder regenerarlo y transmitirlo hasta
el préoximo repetidor o hasta el receptor. Por ejemplo, si el codigo de linea es NRZ unipolar si el valor
muestreado es mayor que un cierto umbral se decide por 1 y se retransmite sin ruido ni distorsién y si
el valor muestreado es menor que el umbral se decide por () y se retransmite sin ruido ni distorsién. De
esta forma el repetidor/regenerador ha eliminado tanto el ruido como la distorsién completamente, siempre
que el ruido y la distorsién de la senal recibida no sean tan elevados como para que el decisor cometa
errores. Entonces, excepto por un retardo, se puede decir que la sefial a la salida del repetidor /regenerador

Sefial PCM Amplificador Sefial PCM
— . > Decisor —
. . Ecualizador
con Distorsion Regenerada
A
Circuito de
Sincronismo

Figura 8.13: Esquema de un repetidor/regenerador colocado a lo largo de la linea de transmisién.
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es exactamente igual que la sefial a la salida del transmisor.
En la préctica, hay dos cosas a tener en cuenta que pueden hacer que la senal regenerada no sea igual a
la transmitida:

= La presencia de ruido y distorsién hace que el decisor se confunda ocasionalmente dando lugar a bits
erréneos en la senal regenerada.

= Si el espaciado entre los pulsos se modifica con respecto al de la senal transmitida se produce un
fendmeno que recibe el nombre de jitter que va a afectar a la posicion de los pulsos regenerados
dando lugar a distorsién en la senal.

8.5. Decodificacion

En el receptor la primera operacion es la regeneracién de la senal: conformar los pulsos y decidir cual
fue el simbolo transmitido generando una senal limpia. Esta senal binaria se debe agrupar de n en n bits
para formar palabras cédigo. Ahora cada palabra cédigo se mapea en el valor cuantificado correspondiente,
dando lugar a una senal PAM cuantificada. Durante el proceso de cuantificacion la agrupacién de n bits
para obtener las palabras cédigo requiere generar pulsos cuya amplitud es la suma lineal de los pulsos
correspondientes a los n bits ponderados por potencias de dos: 20, 21,22, ..., 2",

8.6. Filtrado

La senal continua original se puede recuperar pasando la seial PAM cuantificada generada a la salida del
decodificador a través de un filtro de reconstruccién paso bajo cuya frecuencia de corte sea igual al ancho
de banda W de la senal banda base original. Si suponemos que no tenemos un ruido excesivo en el canal el
decisor practicamente no cometera errores de bit y la distorsién de la senal recuperada serd muy pequena
y debida tunicamente al proceso de cuantificacién.

8.7. Multiplexado

En las aplicaciones que utilizan PCM es natural multiplexar diferentes fuentes con técnicas TDM-PCM
conservando su individualidad en el camino entre el transmisor y el receptor. Esta individualidad tiene en
cuenta la facilidad de insertar y extraer la senal en un sistema TDM. Segtin aumenta el nimero de fuentes
independientes, el intervalo de tiempo de cada fuente se debe reducir de modo que todas ellas puedan caber
dentro del tiempo equivalente al periodo de muestro, que serd igual a la duracién de una trama TDM-
PCM. De esta forma la duracién de una palabra cédigo se reduce considerablemente. Los pulsos utilizados
para transmitir cada simbolo (o lo que es lo mismo para transmitir los bits) se reducen en duracién, siendo
entonces mas complicada su generacién, transmisién y deteccién. De hecho si estos pulsos fueran demasiado
estrechos la distorsion del canal dard lugar a que el sistema deje de funcionar correctamente produciéndose
interferencias entre los diferentes canales PCM multiplexados. En la practica siempre existe un limite al
numero maximo de canales PCM independientes que se pueden multiplexar en una trama TDM-PCM.

8.8. Sincronizacién

Para que una trama TDM-PCM funcione correctamente es necesario que el reloj del receptor esté sin-
cronizado a nivel de bit y a nivel de trama con el del transmisor, teniendo en cuenta por su puesto el
tiempo gastado en la transmisién de la senal a través del canal de comunicaciones y los retardos intro-
ducidos tanto en el transmisor y el receptor como en las etapas regeneradoras a lo largo del canal. Una
forma de sincronizar el receptor con el transmisor a nivel de trama consiste en transmitir un bit especial
de sincronismo al final de la trama TDM-PCM. El bit de sincronismo alterna @) con 1 a la tasa de trama
(que coincide con la tasa de muestreo de cada canal PCM). El receptor busca esa senal alternando @) con 1
a la tasa de trama y cuando la encuentra se logra el sincronismo de trama de forma que el sistema puede
comenzar a funcionar correctamente (en ese momento se puede saber qué bits corresponden a cada canal
PCM contando a partir del bit de sincronismo encontrado). El procedimiento consiste en examinar los bits
de la trama de uno en uno periédicamente a la tasa de trama hasta encontrar el pulso de sincronismo.
Se examina siempre el mismo bit de la trama cada periodo de la trama. Cuando haya pasado un tiempo
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suficiente se puede establecer que dicho bit no es el de sincronismo ya que no alterna, pasandose a observar
el siguiente bit. Este proceso se repite hasta que se encuentre el bit de sincronismo. El niimero maximo de
busquedas serd igual al nimero de bits por trama como mucho, suponiendo que se esté transmitiendo.

Cuando la transmisién se interrumpe por alguna razén (o al principio de la misma), se pierde el sincro-
nismo de trama y es necesario recuperarlo. El tiempo requerido para encontrarlo depende del instante de
tiempo en el que se haya reanudado la transmision y puede variar.

8.9. Ejemplo Sistema T1

El sistema T1 es un sistema TDM-PCM que transmite 24 canales de voz telefénicos que se utiliza en
EEUU, Canadd y Japén. Cada canal telefénico se limita a la banda 300 a 3400 Hz. Para que el filtro de
reconstruccién sea mas sencillo se fija una frecuencia de muestreo de 8000 Hz. Se utiliza un cuantificador
de 256 niveles con ley p con u = 255. El nimero de bits por palabra cédigo es de 8. El periodo de muestreo
es 125 us y serd igual a la duracién de la trama TDM-PCM. La trama estd formada entonces por las 24
palabras codigo de 8 bits cada una correspondientes a los 24 canales PCM y por un bit de sincronismo,
dando lugar a 193 bits por trama. Se transmiten 193 bits cada 125 us por lo que cada bit dura 0.647 us y la
tasa binaria total del sistema T1 es de 1544 Kbps. Ademads para cada canal cada 6 tramas de informacién
el bit menos significativo de la sexta trama se utiliza para sefalizacién telefénica (marcacién de nimeros,
descolgar, colgar, tarificacidn, etc.). De esta forma cada canal tiene 7 + % bits de informacién y % bits de
senalizacién por trama. La tasa de cada canal es de 64 Kbps de los cuales 62,66 Kbps son de informacién y
1,33 Kbps de senalizacion. Finalmente, los 1544 Kbps corresponden a 1504 Kbps de informacién conjunta,
32 Kbps de senalizaciéon conjunta y 8 Kbps de sincronismo. En la figura 8.14 se puede ver cémo es la trama
TDM-PCM de este sistema.

. Sefalizacion
Informacion

///—\
‘7‘6‘5‘4‘3‘2‘1‘ ‘ X 24
11111111

8 X 0.647 ps = 8 bits

Informacion
— T

‘7‘6‘5‘4‘3‘2‘1‘0‘ X 24
11111111
8 x 0.647 ps = 8 bits

N N/

Informacion y sefializacion

Informacion
///—\
8 8 8 8 1 8 8 8 8 1
125 ps = 193 bits 125 ps = 193 bits

HEIEIRIE
193 193 193 193 193 193
6 x 125 ps =193 x 6 bits

Figura 8.14: Trama TDM-PCM del sistema T1.
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Analisis de la Calidad en PCM

Hay dos fuentes de ruido en los sistemas PCM:

= Ruido de transmisién: introducido en diferentes puntos entre el transmisor y el receptor.

= Ruido de cuantificacion: introducido en la etapa de cuantificacién en el transmisor.

Aunque aparecen de forma conjunta en la senial recibida los vamos a analizar por separado.

9.1. Ruido de Transmision y Probabilidad de Error

El efecto del ruido de transmisién en la senal recibida es debido a la introduccién de bits erréneos por
parte de la etapa de decisién en el receptor. En el caso binario un bit sera erréneo cuando debiendo ser 1 es
() y viceversa. Cuanto mds frecuentemente ocurran estos errores, la sefial a la salida del receptor tendrs una
mayor distorsién con respecto a la senal enviada. La fidelidad de la informacién transmitida en un sistema
PCM se mide en funcién de la probabilidad de error o tasa de error: la probabilidad de que un simbolo
recibido sea distinto del enviado.

Consideremos una sefial PCM s(t) que consiste en una secuencia de digitos binarios de forma que el
simbolo ) se representa mediante un pulso de amplitud cero y el simbolo 1 mediante un pulso rectangular
de amplitud A. Es decir, estamos empleando un cédigo de linea de transmisién del tipo NRZ unipolar.
La sefial recibida z(t) consiste en la sefial s(t) junto con un ruido AWG w(t) con media cero y densidad
espectral de potencia Sy (f) = % segun

2(t) = s(t) + w(t). (9.1)

En la figura 9.1 se puede ver el esquema empleado para detectar la senal PCM. Como se puede ver en dicha
figura la senal recibida z(t) se pasa a través de un filtro paso bajo que tiene un ancho de banda B que
sea suficientemente grande como para dejar pasar la sefial PCM sin distorsién significativa y que elimine la
mayor cantidad del ruido w(t) fuera de la banda de la senal. La sefial y(t) a la salida del filtro viene dada
entonces por

y(t) = s(t) +n(d), (9.2)

donde n(t) es la versién filtrada del ruido w(t). Este ruido filtrado tiene media cero y potencia 02 = NyB.

PCM + x| Filtro | YO "\ Yk —=1s y>A2
— o Decisor

s(t) + Paso Bajo ent,  ~ 05 Y<AR
w(t) T
Umbral
Al2

Figura 9.1: Esquema del detector empleado en PCM.
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Estamos interesados en determinar en cada intervalo de simbolo si se transmitié # 6 1. Lo primero que
se hace es muestrear la sefial y(t) a mitad de intervalo de bit T} periddicamente cada T}, segundos (una
muestra por bit), obteniéndose la muestra y; en el instante de tiempo t;, = kTp. Se supone que se dispone
de una senal de reloj sincronizada a nivel de bit con la senal recibida. Esta senal de reloj se puede extraer
de la senal recibida de forma m&s o menos sencilla teniendo en cuenta el cédigo de linea empleado. Ahora
deberemos decidir si cada muestra 1, corresponde a un # 6 a un 1. Puesto que se emplea cédigo de linea
NRZ unipolar con amplitud cero y A, y suponiendo que la posible atenuacién de la senal se ha compensado
en el receptor, se puede decidir facilmente cudl fue el simbolo transmitido comparando la amplitud y; con
un umbral de amplitud A/2. Si yx es mayor que el umbral A/2 se decide en favor de 1, si es menor se decide
por 0 y si es igual se decide aleatoriamente. Siempre que el ruido no sea demasiado elevado, ¥ serd mayor
que el umbral A/2 cuando se transmita 1 y menor cuando se transmita () por lo que no se cometera error.
Sélo en el caso de que el ruido sea elevado el decisor cometera errores. Vamos a analizar esto en mas detalle.

Vamos a suponer que los simbolos 1 y @) tienen igual probabilidad de ocurrencia. Debido a la presencia
de la componente de ruido n(t) en la banda de la senal, el decisor va a poder cometer dos tipos de errores:

s Decidir por () cuando se transmiti6 1.
= Decidir por 1 cuando se transmitié .

Para determinar la probabilidad media de error vamos a considerar estos dos tipos de errores por separado.
Vamos a suponer primero que se transmitié (). En este caso la muestra g, viene dada por

Yk = n(ty). (9.3)

Vamos a denotar con Y) a la variable aleatoria correspondiente a la muestra . Si se ha transmitido
la variable aleatoria Y}, serd Gaussiana con media cero y varianza o2, por lo que su funcién densidad de
probabilidad vendré dada por

1 Vi
Pt nd0) =~ exp (- ). (9.4

En este caso se cometera error siempre que la variable sea mayor que el umbral A/2 ya que se decide por
1. La probabilidad de error P,, corresponderd entonces a la zona rayada de la figura 9.2. Esta probabilidad
se puede determinar mediante

Pe(z) - P <yk > 2‘ ®) _/:2 fYk|®(yk|®)dyk - O'\/%A eXp <_20.2> dyk - \/7_[_ / A\f eXp(—Z )dZ,
(9.5)

donde en la ultima integral se ha empleado el cambio de variable z = Uy\%.

Teniendo en cuenta que la funcién de error complementario (erfc) viene dada por

erfc(u) = % /OO exp(—2%)dz, (9.6)

A fyio Okl0)

Al2 yk

Figura 9.2: Funcién densidad de probabilidad cuando se transmitié () y probabilidad de error.
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\ fyk “(ykll)

A/2 A Y

Figura 9.3: Funcién densidad de probabilidad cuando se transmitié 1 y probabilidad de error.

la probabilidad de error cuando se transmitié @) viene dada finalmente por

1 A
Pe(Z) = ierf(} <20_\/§> . (97)

La funcién de error complementario se utiliza habitualmente para determinar probabilidades en el caso
Gaussiano y suele estar tabulada. Es una funcién monétona decreciente.
Vamos a suponer ahora que se transmitié 1. En este caso la muestra y; viene dada por

Ye = A+ n(ty). (9.8)
Si se ha transmitido 1 la variable aleatoria Y} serd Gaussiana con media A y varianza o2, por lo que su

funcién densidad de probabilidad vendra dada por
A2
exp <(yk)> . (9.9)

202

Frap (L) = Nl%

En este caso se cometerd error siempre que la variable sea menor que el umbral A/2, ya que se decide por
(). La probabilidad de error P,, correspondera entonces a la zona rayada de la figura 9.3. Esta probabilidad

se puede determinar mediante
A
1 2 (yr — A)?
- |d
o2 /_oo P < 202 Yk

P =r(n< )
2
1> oo 1 A
N /2 . exp(—z*)dz = ierfc <20\@> , (9.10)

_yr—A
0\/5

A
/ Frip (el Dy =

donde se ha hecho el cambio de variable z = y se ha usado la funcién error complementario dada

por la ecuacién (9.6).

Como puede verse a partir de las ecuaciones (9.7) y (9.10) se tiene que P, = P.,. Siempre que esto
ocurra se dice que el canal es simétrico. En nuestro caso esto es debido a la simetria del umbral A/2 con
respecto a las amplitudes 0 y A de los simbolos transmitidos y a que el ruido tiene caracteristicas similares
para el 1y para el (. Si la probabilidad de transmitir 1 es p; y la de §) es py la probabilidad de error medio
viene dada por el teorema de probabilidad total

Pe :p@PFl@ +p1P61' (911)

Puesto que se ha supuesto que los simbolos transmitidos son equiprobables se tiene que p; = py = %, por
lo que se tiene finalmente que la probabilidad de error medio es

P.=P.,, =P, = -erfc <A2> . (9.12)
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Figura 9.4: Probabilidad de error medio como funcién de la SNR de pico.

Para el caso NRZ unipolar, la senal alterna entre los niveles 0 y A, por lo que la potencia de pico de senal
serd A2, Ya que o2 es la potencia de ruido, la probabilidad de error medio se puede poner segin

1 1
P, = Serfe (2 g) : (9.13)
donde v es la SNR de pico dada por
A2

Se puede decir entonces que el valor medio de la probabilidad de error en PCM sélo depende de la SNR de
pico a la entrada del receptor. En la figura 9.4 se puede ver graficamente la probabilidad de error medio
como funcién de la SNR de pico en dB. Esta probabilidad decrece muy rapidamente con un incremento
pequeno de la SNR de pico. Un pequeno incremento en la SNR, de pico da lugar a una gran disminucién
en el nimero de errores que comete el decisor. En la tabla 9.1 se recogen algunos valores de SNR de pico y
probabilidad media de error asi como el tiempo medio esperado para cometer un error en un bit para una
tasa binaria de 10° bps.

Hay un umbral de error en torno a unos 20 dB de SNR de pico por debajo del cual tenemos un niimero de
errores relevante y por encima del cual el efecto del ruido de transmisién se puede considerar despreciable. Se

SNR de pico v [dB] | Probabilidad media de error P, | Tiempo medio entre errores para 10° bps
13.3 1072 10~3 segundos
174 1074 107! segundos
19.6 10— 10 segundos
21.0 1078 20 minutos
22.0 10-10 1 dia
23.0 1012 3 meses

Tabla 9.1: Algunos valores de SNR de pico, probabilidad de error y tiempo medio entre bits erréneos.
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puede decir entonces que si v > 20 dB el ruido de transmisién no tiene efectos apreciables en las prestaciones
del sistema. Esta es una caracteristica fundamental de los sistemas PCM. Si v < 20 dB habra errores en
la etapa de decision, lo que dara lugar a generar palabras cédigo diferente y por tanto la senal recuperada
serd bastante diferente de la original.

Comparando los 20 dB del sistema PCM con los 60 a 70 dB para AM con buena calidad, se puede ver
que PCM requiere mucha menor potencia, incluso teniendo en cuenta el incremento del ancho de banda de
ruido por el factor n, siendo n el nimero de bits necesarios por simbolo transmitido.

En la mayoria de los sistemas de transmision, el efecto del ruido y la distorsién de los enlaces individuales
se van acumulando. Dada una calidad extremo a extremo, cuanta mayor distancia tengamos, mas severos
seran los requisitos de cada enlace. En PCM sin embargo, ya que se puede regenerar la senal tantas veces
como sea necesario, los efectos de distorsién de amplitud, fase y no lineal en un enlace no tienen efectos
en el siguiente (siempre que estos efectos se mantengan dentro de unos mérgenes). Ademas si estamos por
encima del umbral, el ruido tampoco tendra ningin efecto en la calidad final del sistema. Para propésitos
préacticos los requerimientos de un enlace PCM son independientes de la longitud total, dada una calidad
extremo a extremo.

Otra caracteristica de un sistema PCM es la robustez frente a interferencias. Hemos visto que si la
amplitud del ruido no es mayor que el umbral del decisor (fijado a medio camino entre las amplitudes 0
y A para el caso NRZ unipolar), el ruido no afecta a la calidad final del sistema. Si la suma del ruido y
la interferencia no superan dicho umbral, en este caso la calidad tampoco se ve afectada. El efecto de la
presencia de interferencias es la de subir el umbral de error en la SNR de pico a un valor mayor de 20
dB, dependiendo de la potencia de la interferencia. Si ahora nos aseguramos que nuestro sistema funciona
por encima de este nuevo umbral de SNR de pico, el sistema no se veréd afectado ni por el ruido ni por la
interferencia. Esta es la razén por la que decimos que el sistema PCM es robusto frente a interferencias.

9.2. Ruido de Cuantificacion

Es debido al redondeo de las muestras de la sefial continua al nivel permitido méas cercano. Supongamos
que J es el tamano del escalén. Para el caso de cuantificador uniforme de tipo Mid-Thread los niveles
de salida son 0, +d, +24, £36, ... Si una muestra de entrada cae en el intervalo (k6 — 6/2,kd + §/2), con
k=0,£1,42,43, ..., el nivel de salida cuantificado es kd. Tenemos una regién de incertidumbre de ancho
0 y centrada en kd. Sea ¢, el valor del error debido al proceso de cuantificacién. La amplitud de la muestra
a la entrada es kd + ¢. y a la salida es kd. Si la amplitud de la muestra a la entrada es aleatoria pero dentro
del margen dindmico del cuantificador (no estd en saturacién), ¢, estd restringida al intervalo (—§/2,4/2).

Cuando la cuantificacién es suficientemente fina (el nimero de niveles o escalones es mayor de 64), la
distorsién producida por el ruido de cuantificaciéon es equivalente a una fuente de ruido independiente,
aditiva, de media cero y valor cuadrédtico medio determinado por el valor del tamafio del escalén 4. La
razon de esto es que la densidad espectral de potencia del ruido de cuantificacién a la salida del receptor
es practicamente independiente de la senal banda base para un rango bastante amplio de amplitudes de
senal. Para una senal banda base con una amplitud grande comparada con el tamano del escalén ¢, se
puede ver que la densidad espectral de potencia del ruido de cuantificacién tiene un ancho de banda grande
comparado con el de la senal. El ruido de cuantificacién estd uniformemente distribuido en el ancho de
banda de la senal (aproximadamente ruido blanco) y el efecto es similar al de un ruido térmico.

Sea Q. la variable aleatoria que denota el ruido de cuantificacién. Supongamos que . esté uniformemente
distribuida en el intervalo (—4/2,4/2) segin

lge| < 3
fo.(qe) = (9.15)
0 en el resto.

SO

Para que esto sea cierto la senal de entrada no debe saturar al cuantificador. La media de esta distribucién
es cero mientras que la varianza (que es igual al valor cuadrédtico medio ya que la media es cero) se puede
determinar mediante

e} 1 6/2 52
VarlQ) = B@} = | @o.(adda = [ e =T (9.10)
oo —6/2

Vamos a denotar con P, la potencia media de la sefial m(t) a cuantificar. Cuando la sefial banda base
se reconstruye a la salida del receptor se obtiene la senal mas el ruido de cuantificacién. Entonces la SNR,
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de cuantificaciéon (SQNR) va a venir dada por

P

(9.17)

Vamos a suponer que m(t) se modela como una senal sinusoidal de la forma m(t) = Ay, cos(27 fit) que
recorra completamente todo el rango completo del cuantificador, es decir, el rango del cuantificador es de
—Amix = —Am a Anax = An (caso sinusoidal con carga total o completa). La potencia de esta senal
sinusoidal es P,, = A2 /2. El ntimero de niveles del cuantificador es L = 2" siendo n el niimero de bits
necesarios por muestra cuantificada en la etapa de codificacién. El tamano del escalén viene dado por

24,

) = Ap2tn (9.18)

y la varianza (o el valor cuadritico medio) del ruido por

5 1
Var[Q.] = E[Q?] = 5 = 2 An27*" (9.19)
12 3
La SQNR viene entonces dada por (a la salida del receptor/decodificador)

SQNR = 222”. (9.20)

Esta ecuacion suele venir dada normalmente en dB segin
10log;, (SQNR) = 6n + 1,76 [dB]. (9.21)

Segun la ecuacién (9.21) cada bit adicional contribuye con 6 dB a la SQNR. Esto da una idea del
comportamiento de un sistema PCM frente al ruido de cuantificacién siempre que:

s El ruido de transmisién sea despreciable. Para ello se tenia que cumplir que la SNR de pico del canal
fuera mayor que 20 dB en ausencia de interferencia o del nivel correspondiente superior en presencia
de ésta.

= El error de cuantificacién Q. se pueda considerar uniformemente distribuido segin la ecuacién (9.15).

» La cuantificacién sea suficientemente fina (n > 6) para evitar patrones de sefial correlados con el
ruido de cuantificacion.

= El cuantificador trabaje en su zona lineal de funcionamiento y no entre en saturacion.

Las condiciones primera y tercera se cumplen siempre que la calidad del sistema sea suficientemente elevada.
Si la calidad no es un requisito tan severo, se puede tener n < 6. En este caso la calidad no esta reflejada
Unicamente en el valor de SQNR, sino en la presencia no deseada de patrones de senal en la forma de onda
del error de cuantificacién dependientes de la senal.

Vamos a analizar ahora el caso en el que la senal m(t) se modela como una senal con distribucién
Gaussiana con media cero y potencia P, = ¢2,. Supongamos también que la zona lineal de funcionamiento
del cuantificador va de —4o,, a 40,,, la probabilidad de que la sefial m(t) entre en zona de saturacién
es inferior a 10™%, por lo que se puede utilizar razonablemente la distribucién uniforme para el ruido de
cuantificacién. Entonces el tamano del escalén viene dado por

8o m,
0= — 22
on ’ (9 )
por lo que sustituyendo esta expresién en la ecuacién (9.17) se puede obtener
3
SQNR = — 22" (9.23)
16
o en dB por
10log;o (SQNR) = 6n — 7,27 [dB]. (9.24)

En la tabla 9.2 se recogen para varios valores del nimero de bits por simbolo n los valores correspon-
dientes para el nimero de niveles L y los valores de SQNR en dB para el caso sinusoidal y Gaussiano,
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Nimero de niveles L | Numero de bits n | SQNR [dB] caso sinusoidal | SQNR [dB] caso Gaussiano
32 ) 31.76 22.73
64 6 37.76 28.73
128 7 43.76 34.73
256 8 49.76 40.73
4096 12 73.76 64.73
65536 16 97.76 88.73

Tabla 9.2: Numero de niveles, nimero de bits y SQNR en dB para el caso sinusoidal y Gaussiano.

respectivamente. A partir de la tabla 9.2 y dada una calidad se puede determinar el niimero de bits n y
correspondientemente el niimero de niveles L del cuantificador para el caso sinusoidal o para el caso Gaus-
siano. En el caso de que la cuantificacién no sea uniforme es necesario modificar la SQNR con los valores
de ganancia para senales débiles o pérdidas para senales fuertes del compansor, cémo se vio en la seccién
8.2 (ver figura 8.11).

Si la sefial m(t) tiene un ancho de banda W, la tasa de Nyquist es de f; = 2W, por lo que

1

Ts = —. 9.25
= 5 (9.25)
Si se utiliza un cuantificador de n bits, la duracién de cada bit viene dado por
T, = 1 (9.26)
P oW '

En general, el ancho de banda requerido para transmitir esta sefial binaria como veremos mas adelante
viene dado por
Br = knW, (9.27)

siendo k£ una constante que depende de la forma de los pulsos transmitidos que suele moverse en el rango
1 <k <2 (k =1 significa que se pueden transmitir 2 bps por Hz y si k = 2 significa que se pueden
transmitir 1 bps por Hz como veremos mds adelante). Si utilizamos la expresién para la SQNR cuando
la sefial m(t) es sinusoidal con carga completa segin la ecuacién (9.20) y sustituyendo n a partir de la
ecuacion (9.27) se obtiene

Br
SQNR — 247k — 3 [(4)%} [ [(4)%}3”’ : (9.28)
2 2 2
siendo B, = By /W el ancho de banda de transmisién normalizado al ancho de banda de la sefial banda base
a transmitir. A partir de esta ecuacién se deduce que la SQNR tiene una relacién exponencial o potencial
con respecto al ancho de banda normalizado B,,. En FM esta relacién era cuadratica: doblando el ancho de
banda, siempre que estemos por encima del umbral la mejora es de 6 dB. Sin embargo en un sistema PCM
doblando el ancho de banda, se puede utilizar un cuantificador con el doble nimero de bits n por lo que
la mejora es de 6n dB. Por ejemplo, a partir de los valores de la tabla 9.2, si trabajamos con n = 8 bits
por muestra, doblando el ancho de banda podriamos utilizar n = 16 bits por muestra con una mejora de
48 dB frente a los 6 dB en FM. Podemos concluir diciendo que PCM es mucho mas eficiente que FM en lo
que se refiere a intercambio de ancho de banda de transmisiéon By y SNR. Ademads, ya que la calidad en
PDM y PPM seguia también una relacion cuadrética con el ancho de banda como FM, PCM también va
a ser mucho més eficiente que la modulacién analdgica de pulsos (PAM, PDM y PPM) en lo que se refiere
a intercambio de ancho de banda de transmisién By y SNR. Finalmente, recordamos diciendo que en los
sistemas tipo AM ni siguiera existia ese intercambio.
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