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Resumen

El empleo de la tomografia computerizada en la formacion de imédgenes médicas
ha experimentado un crecimiento importante en las ultimas décadas. Concretamente,
es una tecnologia muy utilizada en la formacién de imégenes pulmonares, dado que
la instrumentacién ha mejorado considerablemente en los tltimos anos incrementan-
do la rapidez y la precisién. No obstante, una de las limitaciones mas importantes
que afectan al diagnéstico basado en esta tecnologia es la aparicién de un ruido no
estacionario en la imagen durante su proceso de formacion, debido a la influencia
de la anatomia en el ruido de la imagen. Este ruido, por tanto, dificulta la correcta
visualizacién del tejido pulmonar y con ello la comparacion clinica de imagenes, lo
que motiva el desarrollo de un método eficaz para eliminarlo. En este trabajo se pro-
pone un modelo probabilistico basado en una mezcla de variables aleatorias Gamma
para describir el ruido presente en la imagen. A continuacion, se demuestra la ido-
neidad de dicho modelo para caracterizar la distribucién real presente en la imagen
mediante métricas de error, comparandolo con otros esquemas. Posteriormente, se
emplea una transformacion para estabilizar la varianza del ruido y se proponen dos
esquemas de filtrado que lo eliminan de forma exitosa. Los resultados tras el filtrado
demuestran la efectividad del método propuesto.
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Abstract

Computerized tomography is a technique whose use has increased in the last
decades since it allows the formation of medical images in a fast and precise way.
In the field of pulmonary diagnosis, it provides images from patients for their later
follow-up. However, due to the influence of the anatomical structures in the image
reconstruction, a non-stationary noise, i.e. a noise whose variance changes spatially,
arises in the image. This noise may lead to wrong interpretations of the tissues
shown in the image, making difficult to detect abnormalities such as emphysema
or even tumors. In this context, a balance of the noise variance is appealing. In
this work, we propose a method which filters the noise from the image. First, we
characterize the noise distribution in the image by a Gamma mixture model. Then,
we propose a variance stabilization which makes the noise more tractable in terms of
filtering. Finally, we remove the noise with two suitable filters: the non-local means
approach and the BM3D. Numerical and visual analyses confirm the robustness of
our denoising proposal, showing a better performance in the case of the BM3D.

Keywords

tomography, computerized, backprojections, non-stationary, noise, Gamma, EM
algorithm, stabilization, variance, filtering, non-local means, BM3D.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La utilizacién de imagenes de tomografia computerizada para diagnosis en medi-
cina ha experimentado un incremento importante en los ultimos anos. Las ventajas
proporcionadas por dicha tecnologia, tanto para diagnosticar enfermedades como pa-
ra realizar un seguimiento de las mismas, hacen de la tomografia computerizada un
instrumento de gran importancia clinica. El empleo de rayos X convierte a la tomo-
grafia computerizada en una de las técnicas mas empleadas, aunque no esta carente
de limitaciones. Quiza la mas destacable es la exposicion a las dosis de radiacién o
los problemas de ruido presentes en el proceso de formacion de las imagenes.

Uno de los dmbitos en los que mas influencia esta teniendo la tomografia com-
puterizada es en la formacién de iméagenes pulmonares para su analisis clinico. La
EPOC (Enfermedad Pulmonar Obstructiva Crénica) consiste en una serie de do-
lencias pulmonares crénicas que limitan el flujo de aire en los pulmones y, segin
las estimaciones de la OMS (Organizacién Mundial de la Salud), se convertird en
la tercera causa de muerte a nivel global en 2030 [I]. Concretamente, el enfisema
pulmonar consiste en la destruccién del tejido funcional del pulmén o parénquima y
como resultado deja inutilizable parte del pulmén. El tejido pulmonar se puede ana-
lizar al detalle mediante imagenes de tomografia, siendo fundamental que la imagen
obtenida computacionalmente esté libre de ruidos o artefactos no deseados que la
estropeen.

El principal inconveniente de la tomografia computerizada aplicada a los pulmo-
nes se encuentra en el ruido de varianza no estacionaria generado durante el proceso
de adquisiciéon. La anatomia interna de cada persona difiere y dependiendo de los
distintos niveles y localizaciones de tejidos se obtendran imagenes con un ruido cuya
varianza depende de la localizacién en la imagen, es decir, es no estacionario. En
consecuencia, no es adecuado desde un punto de vista clinico comparar imagenes
de diferentes pacientes sin realizar un procesado digital previo que haga homogénea
dicha varianza.

En este trabajo se propone un modelo probabilistico para describir el ruido pre-
sente en la imagen. Se demuestra mediante métricas de error que este modelo se
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1.2. OBJETIVOS

ajusta adecuadamente a la distribucién real presente en la imagen. Posteriormente,
se propone una transformacion para estabilizar la varianza del ruido de la imagen y
un esquema de filtrado que permite eliminarlo.

1.2. Objetivos

Una vez mostrada la limitacion asociada al ruido no estacionario presente en la
imagen de tomografia, se establece el principal objetivo de este trabajo:

Desarrollar técnicas de reduccion de ruido en imagenes tomograficas
por medio de la caracterizacion estadistica de la senal.

Para lograr este objetivo se distinguen distintos subobjetivos:

1. Proponer un modelo paramétrico que describa el comportamiento del ruido no
estacionario en imégenes tomogréficas.

2. Desarrollar técnicas que permitan la estabilizacion del ruido no estacionario por
medio de transformaciones de las variables aleatorias descritas con el modelo
paramétrico propuesto.

3. Aplicacién de métodos de filtrado de ruido estacionario sobre los datos trans-
formados.

1.3. Materiales

En aras de satisfacer los objetivos planteados en este proyecto, se dispone de los
siguientes recursos:

1. Un conjunto de imagenes de test (phantom), adquiridas en el Hospital Brigham
and Women’s de Boston (MA, USA) y proporcionados por el Applied Chest
Imaging Laboratory de la Universidad de Harvard, para experimentar con los
distintos modelos de probabilidad.

2. Se dispone de MATLAB ®) (versién R2010) como software de cdlculo para la
realizacion del procesado expuesto en el presente trabajo.

1.4. Fases y métodos

Con el objetivo de simplificar la comprension del problema, el desarrollo del
presente proyecto se divide en las siguientes fases:



1.4. FASES Y METODOS

1. Fundamentos tedricos de la tomografia computerizada y descripcién
del modelo probabilistico.

Se puede modelar de forma matematica el proceso que sufren los rayos X desde
que se generan en la fuente del escaner hasta que alcanzan los detectores tras
atravesar el cuerpo del paciente. Durante el proceso, la fuente de rayos X pro-
duce un espectro polienergético que se ateniia al atravesar los distintos tejidos.
A partir de la amplitud del espectro generado y del modelo de Poisson que rige
la recepcion de fotones de determinada energia se deduce el modelo de ruido
de Poisson compuesto que modela las muestras obtenidas en los detectores del
escaner.

La senal obtenida en los detectores sufre un procesado que permite generar la
imagen a través del filtro de backprojection. Dado que no podemos garantizar la
existencia de ruido de Poisson compuesto en la imagen, por la imposibilidad de
disponer de la senal obtenida en los receptores individuales, en este trabajo se
propone un modelo paramétrico para caracterizar el ruido: el modelo Gamma.

2. Estimacion de parametros del modelo de mezclas y adaptacion a
estimacion puntual.

La tomografia pulmonar permite analizar las densidades de los tejidos a través
de los Hounsfield Units. Se propone, a partir de las densidades reales de los
tejidos in vivo, un modelo para caracterizar los pixeles de la imagen. Asi pues,
se estiman los parametros de las distribuciones y se comparan con los datos
empiricos a partir de dos métricas de error: divergencia de Kullback-Leibler y
distancia de Kolmogorov-Smirnov.

3. Estabilizacion de varianza.

Mediante la estimacion puntual de los parametros de las distribuciones esco-
gidas, se estudia la posibilidad de realizar una estabilizacion de varianza que
permita transformar dicha respuesta de ruido en una distribucién mas mane-
jable.

4. Revisiéon de los esquemas de filtrado de ruido no estacionario y pro-
puesta.

A partir del estudio realizado en el punto anterior, se comparan distintos es-
quemas de filtrado de ruido no estacionario de la literatura y se propone una
estabilizacién de varianza mediante la transformacién de las variables aleato-
rias Gamma en una distribucion mas Gaussiana, donde la dependencia entre la
media y la varianza de la senal se hace mas débil y resulta mas sencillo desligar
la contribucién de ruido de la de senial. Una vez conseguida una transformacién

3



1.5. ESTRUCTURA

que facilite el anélisis de la varianza de ruido, se alcanzara el principal objetivo
de este trabajo: homogeneizar el ruido presente en la imagen y filtrarlo.

1.5. Estructura

Este trabajo se estructura de la siguiente manera: Tras esta Introduccion, el
Capitulo [2] sienta las bases tedricas de la tomografia axial computerizada por rayos
X. Se describen los procesos de generacion de rayos X y las interacciones de éstos
con la materia, como a partir de estas interacciones se puede generar una imagen
bidimensional y el ruido presente durante la formacion de la imagen. En el Capitulo
se describe la anatomia pulmonar y se desarrolla la estimaciéon de modelos de pro-
babilidad para imagenes de tomografia de pulmoén, comparando distintas propuestas
y obteniendo los mapas de probabilidad.

Una vez obtenidos los mapas de probabilidad, en el Capitulo [4| se propone una
estabilizacién de varianza que permite homogeneizar el ruido presente en la imagen.
El Capitulo |5l hace uso de la estabilizacion anterior para filtrar el ruido. Finalmente,
el Capitulo [f] cierra el trabajo con unas conclusiones y lineas futuras.



Capitulo 2

Los rayos X como base de la
tomografia axial computerizada

La tomografia axial computerizada es una técnica que permite, me-
diante rayos X, obtener imdgenes de tejidos internos del cuerpo humano.
El modelado de ruido requerird conocer las fuentes que lo originan asi
como el proceso de generacion de la imagen. Resulta, por tanto, nece-
sario establecer la base teorica que describe, por un lado, el proceso de
generacion de los rayos X en la fuente y, por otro, las interacciones pro-
ducidas cuando la energia emitida atraviesa los dtomos de los tejidos
estudiados. A partir de dichas interacciones, se muestra como es posible
generar una imagen utilizando como base los coeficientes de atenuacion
lineal de los distintos tejidos que forman el pulmon, teniendo en cuenta
el rutdo generado durante el proceso de adquisicion.

2.1. Fundamentos teoricos

2.1.1. Generacién y propiedades de los rayos X

Un rayo X es una onda electromagnética cuya longitud de onda A\ varia en el
rango entre picémetros y nanémetros [2]. La energia en un fotén de rayos X viene
definida por la constante de Planck h = 6,63 x 10734 J - s y la frecuencia v del fotén
0, lo que es lo mismo, ¢/, siendo ¢ = 3 x 108 m/s la velocidad de la luz:

he
E = = . 2.1
hv 3 (2.1)

Por conveniencia, la energia se suele expresar en unidades de electron-voltios
(eV), siendo 1 eV igual a 1.602 x 107 J. Como los fotones de los rayos X se producen
mediante el impacto de electrones contra un material a alta velocidad, de modo que la
energia cinética del electron se transforma en radiacién electromagnética. La maxima
energia posible de cada fotén es igual a la energia cinética del electrén que impacta.
Teniendo esto en cuenta, un rayo X en el rango desde 10 nm (124 eV) hasta 0.1 nm
(12.4 keV) comtnmente se denomina rayo X suave, dado que no tiene capacidad de

5



2.1. FUNDAMENTOS TEORICOS

penetracion en las capas gruesas de los materiales. Por este motivo, estas longitudes
de onda no son muy utilizadas en tomografia. En cambio, la longitud de onda de los
rayos X empleados varfa entre 0.1 nm (12.4 keV) y 0.01 nm (124 keV).

Para producir los rayos X se bombardea una sustancia metdlica con electrones
a alta velocidad, y las colisiones producidas dan lugar a diferentes tipos de inter-
acciones. La primera de ellas ocurre cuando un electron se aproxima al nticleo de
un atomo y se frena briscamente debido a la atraccion entre el nicleo positivo y
la propia carga negativa del electrén. La deceleracién repentina del electrén pro-
duce entonces una radiaciéon denominada bremsstmhlungﬂ cuya energia resultante
depende de la energia cinética del electrén incidente de forma que a mayor energia
cinética, mayor energia del rayo X emitido. Esta radiacion es blanca, es decir, com-
prende todo el espectro de energia. Aparte de electrones de alta velocidad, otras
particulas cargadas como protones o particulas o pueden generar bremsstrahlung.
La intensidad total de radiacién resultante para una particula cargada de masa m
y carga ze, i.e. z veces la carga del electron, que incide sobre un nucleo de carga Ze
es proporcional a

A S

m2

T (2.2)

Esta férmula implica que un electron es 3 millones de veces mas eficiente en la
generacion de bremsstrahlung que un protén o una particula «, de ahi que sean los
mas utilizados. Por otro lado, la eficiencia aumenta con el nimero atémico Z.

El segundo tipo de interaccion ocurre cuando un electréon a alta velocidad choca
contra un electrén de las capas internas del atomo, liberando este tltimo. Esto
provoca que un electron de una capa exterior ocupe la vacante del electrén liberado
por la colisién, de modo que se produce una radiacién. Segin el modelo clasico del
atomo de Bohr, los electrones ocupan orbitas alrededor del ntcleo con niveles de
energia cuantizados. La energia caracteristica del rayo X emitido sera, por tanto,
la diferencia entre las energias de unién de cada nivel orbital (denominados con las
siglas K, L, M o N). Ademds, cada elemento de la tabla peridédica tiene sus propias
capas de energia, por lo que la energia de los rayos X es especifica para cada atomo.

El tercer tipo de interaccion se produce cuando un electrén choca directamente
contra el nicleo del atomo, liberandose toda la energia como radiacion bremsstrah-
lung. La energia liberada en esta interaccién supone el limite superior de energia
en el espectro de rayos X. No obstante, la probabilidad de que se produzcan estas
colisiones es muy pequena.

La figura muestra el espectro de radiacion X del tungsteno empleando un
tubo de rayos X a 80, 100, 120 y 140 kVp, cuyo esquema se muestra en la figura [2.2]
Como se observa, el espectro varia aproximadamente entre 20 y 140 keV. En la parte

IEste término tiene su origen en el aleman como la fusién de las palabras bremsen, que significa
frenar, y strahlung, que significa radiacion. Asi, por tanto, el significado seria el de “radiacién
decelerada”.



2.1. FUNDAMENTOS TEORICOS

izquierda de la figura, entre 30 y 50 keV, se representa la radiacién bremsstrahlung
resultante del primer tipo de interaccién, generada cuando un electrén atraviesa
parcialmente el nicleo. A continuacion, se observan los picos debidos a las diferencias
entre las energias de unién de las distintas capas (K, L, M y N) de los atomos, cuya
influencia en la radiacion X se explicé anteriormente. Por tltimo, en la parte derecha
de la figura, se puede apreciar la radiacion bremsstrahlung producida cuando un
electron choca directamente contra el niicleo de un atomo. En este caso, los valores
de radiacién son mucho menores, ya que estas interacciones son las menos probables.

70,000

60,000 -
50,000 -
40,000 -
30,000 -
20,000 -

10,000 -

Relative photon output number

0 T T T T T T T T T T T T T
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Figura 2.1: Espectro de energia de los rayos X. Imagen obtenida de [3].

Stator Bearing
Electromagnets Tungsten anode
Glass emrelope
Armature \ I_l
- Filament
+ “ _u\ circuit
Rotating
portion

Filament

iy
; X-ray \

|'I-'Jblellaml‘\.

Molybdenum

neck and base Electron beam

Figura 2.2: Tlustracién esquematica de un tubo de rayos X. Imagen obtenida de [4].
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2.1.2. Interacciéon de los rayos X con la materia

La formacién de imédgenes se basa en la atenuacion que sufren los rayos X cuan-
do atraviesan los diferentes tejidos del cuerpo humano. Los rayos X transmitidos, al
atravesar la materia, pueden sufrir atenuacion debida a la absorcion fotoeléctrica,
el scattering o dispersion Rayleigh, el efecto Compton y la produccién de pares.
También es posible que los rayos atraviesen libremente la materia sin atenuarse,
denominandose en este caso radiaciéon primaria. Cuando los rayos son detectados en
recepcion, producen una imagen bidimensional de las interacciones producidas, mos-
trando asi la anatomia del paciente [5]. A continuacién se describe individualmente
cada una de las posibles interacciones.

Absorcién fotoeléctrica

La absorcién fotoeléctrica se produce cuando la energia del fotén incidente es
igual o mayor que la energia de unién de las capas internas de los electrones del
atomo [5]. Dado que el foton incidente transfiere toda su energia al electrén del ato-
mo, este ultimo sale despedido con una energia cinética igual a la diferencia entre la
energfa incidente del rayo X y la energia que lo mantiene en su capa (normalmente
la capa K), de forma que el 4tomo se ioniza y pasa a tener carga positiva. A con-
tinuacién, la vacante producida por el electrén es ocupada por un electréon de una
capa mas exterior, de menor energia (por ejemplo, la capa L o M), generandose asi
una radiacién caracteristica cuya energia es igual a la diferencia entre las energias
de unién de las capas de los electrones original y final. Asimismo, el fotoelectrén
expulsado en la primera interaccion puede causar mas ionizaciones que depositen
méas energia localmente y generen radiacion, al provocar la apariciéon de multiples
vacantes que tienen que ser ocupadas por electrones de capas exteriores. Los tejidos
del cuerpo humano generalmente estan formados por atomos de bajo niimero atomi-
co 7, los cuales tienen bajas energias de unién en su capa K, por lo que la absorcion
fotoeléctrica, denotada por 7, suele traer consigo la absorcién total de la energia in-
cidente. Concretamente, la probabilidad de que se produzca absorcion fotoeléctrica
es proporcional a

3
Poc%7 (2.3)
siendo Z el nimero atéomico del atomo que interacciona y E la energia del fotén
incidente. Por tanto, es mds probable que se produzca absorcion fotoeléctrica en
presencia de nimeros atémicos altos y energias de rayos X bajas, condiciones que
favorecen la aparicién de fuerte contraste entre los tejidos estudiados debido a que
la energia se atenia.

Scattering Rayleigh

El scattering Rayleigh, o también llamado scattering coherente o scattering elasti-
co se produce cuando la energia del fotén de rayos X incidente no se convierte en
energfa cinética y, por tanto, no se produce ionizacién del d&tomo [2]. En este caso, el
fotén incidente aumenta la energia del electréon del atomo pero este iltimo, en lugar
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de ser expulsado, vuelve a su estado inicial al emitir un fotén de rayos X de una
energia igual a la del incidente pero en una direccion ligeramente diferente, normal-
mente, hacia adelante [5]. Al igual que el efecto fotoeléctrico, el scattering Rayleigh,
representado por una probabilidad o, es més probable para niimeros atémicos altos
y bajas energias. Por ello, ha demostrado ser de mas utilidad en la caracterizacion
del tejido 6seo, con nimero atomico Z cercano a 20 debido al calcio, que en la carac-
terizacién de otros tejidos como grasa (en promedio, Z = 6.3) u otros tejidos finos
(aproximadamente, Z = 7.4) [0].

Efecto Compton

El efecto Compton tiene lugar cuando un fotén incidente posee una energia FEj
mucho mayor que la energia de unién del electron del atomo con el que interaccio-
na, que se puede considerar “libre”[2]. El impacto del fotén hace que parte de la
energia libere el electron del atomo con un angulo ¢, mientras que el propio fotéon
es dispersado con la energia restante Eg en un angulo 6 [5]. Por ello, este tipo de
interaccién produce un i6n positivo, un electron desviado y un fotén dispersado. El
electrén que es liberado lo hace con un angulo entre 0° y 90° mientras que el fotén
dispersado puede hacerlo en un angulo 6 entre 0° y 180°, siendo mas probables los
angulos mayores de 90° a medida que aumenta la energia del rayo X. La relacién
entre las energias del fotén dispersado y el fotén incidente viene dada por la ecuacion
de Klein-Nishina:

Bs _ ! (2.4)

Ey 1+ g2 (1 —cosf)

En esta igualdad, los 511 keV hacen referencia a la masa en reposo del electrén.
Se deduce de este cociente que la energia del rayo X dispersado disminuye a medida
que el angulo de dispersién aumenta, amplificindose este efecto al incrementar la
energia incidente Fj.

Tras esta interaccion, el fotén dispersado puede provocar nuevas colisiones antes
de salir del cuerpo, pero no toda la energia es absorbida por el paciente, como pasa
normalmente con el efecto fotoeléctrico. El efecto Compton se produce con electro-
nes libres, por lo que su probabilidad (o) depende principalmente de la densidad
de electrones del material y en menor medida del niimero atéomico Z. El niimero de
electrones por unidad de masa para la mayoria de elementos es aproximadamente
constante debido a que en el nucleo existe el mismo niimero de protones y neutrones.
Para nimeros atomicos muy altos, el niimero de electrones disminuye progresivamen-
te, ya que la estabilidad de estos elementos requiere un niimero mayor de neutrones,
y por tanto mayor masa para una cantidad fija de electrones. Por un lado, dado que
la mayoria de tejidos tienen una densidad electronica similar independientemente de
su nimero atomico Z, es preferible evitar que se produzca el efecto Compton para
no deteriorar la calidad de la imagen de tomografia, puesto que no proporciona in-
formacion sobre el contraste entre tejidos. Por otro lado, al producirse con electrones
libres, tiene menos influencia para atomos de alto nimero atéomico Z, puesto que,
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como hemos indicado, éstos requieren mayor estabilidad y con ello mayor ntimero
de neutrones (masa) para un ntimero fijo de electrones. Ademads, la probabilidad de
que se produzca el efecto Compton es practicamente independiente de la energia in-
cidente pero, a medida que aumenta, el electréon libre que sufre el retroceso absorbe
la mayor parte de la energia.

Produccién de pares

La produccion de pares tiene lugar cuando el rayo X incidente tiene una energia
superior a 1.02 MeV, que representa la energia en reposo equivalente a dos electrones
(E = 2moyc?, con my = 9,11 - 1073 Kg la masa del electrén en reposo y ¢ =
3-10% m/s la velocidad de la luz) [5]. La interaccién del fotén incidente con el
campo eléctrico del nucleo da lugar a la formacién de un par electron-positrén,
transfiriéndose el exceso de energia de 1.02 MeV a la energia cinética del par. Como
resultado, cuando el positron pierde su energia, se recombina con cualquier electron
produciendo radiacién. La probabilidad 7 de este suceso, sin embargo, es pequena
al utilizarse rayos X, ya que las energias empleadas suelen estar por debajo de 1.02
MeV (normalmente varfan entre 20 keV y 140 keV [2]).

En la figura se presenta un esquema con todos los tipos de interacciones que
se han expuesto.
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Figura 2.3: Interacciones de los rayos X con la materia. Imagen obtenida de [5].
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2.2. Formacion de la imagen de tomografia

2.2.1. Coeficientes de atenuacion lineal

El efecto global producido por las interacciones descritas en el apartado
es la atenuacion de los fotones, es decir, de la energia que atraviesa el cuerpo [2].
Dicha atenuacion se expresa como una relacion exponencial entre el flujo de foto-
nes incidentes y transmitidos para un rayo X monocromético (monoenergético) que
atraviesa un cuerpo de densidad uniforme:

I = Ioef(TJerLUR)L’ (25)

donde I e I son las intensidades de los rayos transmitido e incidente, L es el grosor
del tejido, y 7, o y og son los coeficientes de atenuacion de las interacciones foto-
eléctrica, Compton, y scattering Rayleigh o coherente, respectivamente. Notese que
se ha despreciado el efecto de produccién de pares dado que practicamente no afecta
para las energias empleadas en tomografia computerizada, por lo que no aparece la
probabilidad 7. Alternativamente, se puede expresar la ecuacién anterior como:

I = Iye ™, (2.6)

conocida como ley de Beer-Lambert, donde u es el coeficiente de atenuacion lineal
del material, esto es, la suma de los coeficientes individuales de atenuacién debidos
a las diferentes interacciones. Los valores de p dependen de la energia del rayo X
incidente y de la composiciéon del material, lo que facilita la identificacion de los
distintos tejidos.

En la figura se muestra p en funcién de la energia de los fotones incidentes
para el yodo, huesos, tejido fino y agua. Se observa que tanto el agua como los tejidos
tienen practicamente el mismo coeficiente de atenuacién, pues una gran cantidad de
tejido esta compuesto por agua. En cuanto al yodo, tiene un coeficiente de atenuacion
mucho mas alto que el tejido o el agua, razén por la que se suele inyectar por via
intravenosa a los pacientes como agente de contraste para aumentar la opacidad de
la sangre frente a los rayos X. Asimismo, se observa claramente un cambio brusco
en el coeficiente de atenuacién del yodo a partir de 33.2 keV, debido a que en este
punto se supera la energia de unién de la capa K del yodo. Este efecto tiene gran
importancia debido a que las energias de unién varian en funciéon del material, lo que
hace que sus coeficientes sean diferentes. Por otra parte, el coeficiente de atenuacion
del hueso es mayor y las formas de las curvas de atenuacién son bastante distintas
respecto a las de los tejidos. Esto se traduce en la aparicion de artefactos indeseados
en la imagen de CT debido al amplio espectro de los rayos producidos por los tubos
de rayos X. Al igual que se vio con el yodo, en el caso del hueso se aprecia en 4 keV
el corte de la energia de unién de la capa K del calcio.

El empleo de tubos de rayos X a 120 kVp se traduce en una energia media de los
fotones de 70 keV. Para este valor de energia, los coeficientes p resultantes del agua
y los musculos son muy similares, respectivamente, 0.1928 cm~! v 0.1916 cm™!. Con
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Figura 2.4: Coeficientes de atenuacién lineales para distintos materiales. Imagen
obtenida de [2].

el objetivo de aumentar el contraste y facilitar la distincién entre los tipos de tejidos,
se define la siguiente escala de intensidad en reconstruccion de imagen:

n— ﬂagua

Hagua

Nuamero CT = - 1000, (2.7)

donde fiagua s €l coeficiente de atenuacién lineal del agua. Este nimero se mide
en HUs (Hounsfield Units o Hounsﬁelds)ﬂ. Por definicién, el nimero CT del agua
es cero. Para el aire, el nimero CT es -1000 HU, ya que paie = 0. Los tejidos finos,
como la grasa y los musculos, entre otros, tienen nimeros CT que varian entre -100
y 60 HU, y el nimero CT de los huesos varia desde 250 hasta mds de 1000 HU [2].
Las imagenes de CT son, por tanto, mapas de los coeficientes de atenuacion de los
distintos tejidos escaneados [5].

2.2.2. Estimacion de la atenuacion en condiciones no ideales

La tomografia computerizada se basa en la mediciéon de la energia de rayos X
recibida para distintos dngulos. En la ecuacion [2.6[ se mostraba la relacién entre la
intensidad recibida y la intensidad transmitida de un rayo X monoenergético en fun-
ci6n del coeficiente de atenuacién p del material [2]. En el caso practico, sin embargo,
los tejidos estan compuestos por estructuras con distintos grados de atenuacion, que
pueden considerarse uniformes individualmente. Esto hace que el problema se reduz-
ca a dividir la intensidad total recibida como funcién de la atenuacion contribuida
individualmente por cada estructura:

I = Iye Znmimmbe, (2.8)

2El nombre de estas unidades se debe a Godfrey Newbold Hounsfield, ingeniero inglés que
desarroll6 el primer prototipo de tomografia aplicado a la medicina. Hounsfield recibié en 1979 el
premio Nobel de medicina junto con Allan McLeod Cormack por la invencién y desarrollo de la
Tomografia axial computerizada.
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donde Az es el grosor de dichas divisiones. Dividiendo ambos lados de la ecuacién
por Iy y tomando el logaritmo, se obtiene:

I N
— () =S A 2.9
p (IO) nZ:]lu (2.9)

Cuando Az tiende a cero, la suma anterior se convierte en una integral y se
obtiene la ecuacion que define lo que es una proyeccion en tomografia computerizada:

p=—ln (Iio) _ L () dz. (2.10)

En otras palabras, el logaritmo negativo del cociente entre la intensidad recibida
y la intensidad transmitida del rayo X representa la integral de linea de todos los
coeficientes de atenuacién a lo largo del camino seguido por dicho rayo. Esta relacién,
no obstante, solo es valida en condiciones ideales, las cuales no se cumplen en un
escaner real. Por ello, los datos obtenidos deben ser procesados antes de aplicar la
formula de reconstruccién de imagen por filtrado de backprojection, que se describiréd
mas adelante.

A continuacién, se enumeran los aspectos que impiden que la ecuacién [2.10] sea
estrictamente valida. En primer lugar, el espectro de energia de los rayos X no es en
la practica monoenergético, sino que los fotones transmitidos tendran energias que
varfan dentro de un margen. Ademads, los valores de pu cambian significativamente
en funcién de la energia del fotén transmitido, lo que, siendo rigurosos, invalida la
ecuacion anterior. Por otra parte, no existe una relacién lineal entre la proyeccion
medida y el grosor del material, problema conocido como beam-hardening. El efecto
resultante consiste en el desplazamiento del espectro de rayos X transmitidos hacia
energias mayores al aumentar el grosor del material [5]. Dado que los fotones de
baja frecuencia se absorben mas facilmente que los de alta frecuencia, el rayo X ex-
perimentard un incremento de su energia media a medida que atraviese los tejidos,
puesto que sobreviviran los fotones de energias mas altas, dando lugar a la apari-
cién de artefactos no deseados (discrepancias entre los nimeros CT obtenidos y los
coeficientes de atenuacién reales) en la imagen final [2]. En segundo lugar, parte de
la senal detectada tiene su origen en fotones dispersados y no en los fotones prima-
rios. Esto anade una senal de baja frecuencia que, al aplicar el logaritmo negativo
para convertir el flujo de fotones recibidos en una integral de linea, transforma dicha
integral en una operacion no lineal, creando artefactos en la imagen reconstruida.
En tercer lugar, los sistemas de adquisiciéon no son perfectamente lineales, existen
corrientes umbrales y la ganancia de los detectores puede ser dependiente de su his-
torial de exposicién. Una cuarta fuente de imprecisién se debe a los movimientos
involuntarios de los pacientes, que hacen que las proyecciones tomadas en distintos
instantes de tiempo no representen las integrales de atenuacion del mismo objeto.
Otras fuentes de error pueden ser la radiacion no focal del tubo de rayos X, la pre-
sencia de objetos metalicos, el efecto del volumen parcial o las vibraciones mecanicas
del escéner.
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Por consiguiente, la reconstruccién de imagen en tomografia computerizada no
es simplemente un problema ideal de formacién de imégenes, sino que necesita un
procesado de imagen adicional que permita solventar los problemas descritos en este
apartado. Muchos de estos esquemas de procesado son proprietarios de las empresas
de comercializacion de escaneres y, por tanto, no son accesibles para el publico en
general. En el siguiente apartado se muestra la principal herramienta de diagnostico
de los mencionados errores en la obtencién de las proyecciones.

2.2.3. Geometria de muestreo

Los escaneres de tercera y cuarta generacion, que son los mas utilizados en la
actualidad, tienen en comun una geometria de muestreo segun la cual varios detec-
tores se sitiian en un arco concéntrico a la fuente de rayos X, tal como se observa en
las figuras y La forma mas habitual de presentar los datos obtenidos de las
distintas proyecciones es el llamado sinograma [2]. En este modelo, el eje horizontal
representa los detectores y el eje vertical representa el angulo de proyeccion. Por
tanto, cada proyeccion se representa en el sinograma por medio de un conjunto de
muestras situadas a lo largo de una linea horizontal. Si se representan las mues-
tras obtenidas a lo largo de todos los angulos de proyeccion, se obtiene una imagen
bidimensional cuyas intensidades se corresponden con la magnitud de las distintas
proyecciones.

P (D x-ray tube

detector

Figura 2.5: Geometria de un escéner de tercera generacion. Imagen obtenida de [2].

Para entender mejor la geometria, se considera la proyeccion generada por el
punto de un objeto, representado en coordenadas polares (r, @), en el sinograma.
Para calcular los puntos generados por dicho punto en el plano detector, se define
un sistema de coordenadas rotado (2',y'), cuyo eje y' es paralelo al haz de rayos
X, que se muestra en la figura 2.7, Por su parte, 2’ es la localizacién del punto en
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stationary
detector

projection

Figura 2.6: Geometria de un escdner de cuarta generacién. Imagen obtenida de [2].

la proyeccién, que cumple la relacién &’ = r - cos(¢ — ), siendo [ el dngulo de
proyeccion formado con el eje x.
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Figura 2.7: Representaciéon de un objeto en el espacio de sinogramas (geometria de
rayos paralelos). Imagen obtenida de [2].

Si se representa la proyeccion del punto del objeto como funcién del angulo de
proyeccion, se obtiene una curva sinusoidal y, dado que cada objeto esta formado
por multiples puntos situados en el espacio, su proyeccion sera una serie de senos
y cosenos superpuestos en el espacio de sinogramas. Esto hace del sinograma una
potente herramienta de analisis de datos, capaz de detectar anomalias en un escaner
de tomografia. Por ejemplo, un detector defectuoso aparecerd como una linea ver-
tical en el sinograma, mientras que un mal funcionamiento del tubo de rayos X se
traducird en lineas horizontales.
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2.2.4. Filtro de backprojection

Reconstruccién por haces paralelos

Como se explicé en el apartado el objeto que se trata de reconstruir es una
distribucién bidimensional de los coeficientes de atenuacion lineal del objeto [2]. Se
sabe de teoria de la senal que la transformada de Fourier de la proyeccién de un
objeto en cualquier angulo es igual a una linea tomada en la misma direccion de la
transformada de Fourier bidimensional del mismo objeto. La imagen f(z,y) se puede
recuperar entonces a partir de su transformada F(u,v) mediante la transformada
inversa de Fourier

[z, y) J f (u, v) 2=V dydy, (2.11)

Para representar F'(u,v) de un modo mds acorde a como se obtienen los datos de
las proyecciones, se realiza una transformaciéon de coordenadas cartesianas a polares:

{g:gg;g. (2.12)
Por otro lado,
dudv gﬁ??ﬁ gz;gg‘ dwdd = wdwdd. (2.13)
Sustituyendo [2.11] y [2.12 en [2.13}
flz,y) = f:ﬂ do J F(wcos f, wsin ) el2m(@costrysing) g, (2.14)

Utilizando el teorema de las secciones de Fourier (Fourier Slice Theorem [2]), se
sustituye F'(w cos 0, w sin #) por la transformada de Fourier de la proyeccién, P(w, 0),
y se obtiene

27T 0
0

™ 00 T 0o
:f def P(w,0)6j27rw(:tcose+ysm9)wdw+f daf P(w79+W)eijﬂ'w(:ccos@+ysm€)wdw.
0
(2.15)

En la geometria de muestreo paralela, se cumple la propiedad de simetria p(t, 6 +
7) = p(—t, #), como se aprecia en la figura . Esta propiedad se puede aplicar al par
transformado de Fourier, P(w,0 + m) = P(—w, #), llegando a la siguiente igualdad:

(x,y) f dQJ (w,0 |w|ej2m($cose+ysmg)d . (2.16)
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Figura 2.8: Propiedad de simetria de las proyecciones paralelas. Imagen obtenida de

[2].

Expresando dicha ecuacién en el sistema de coordenadas rotado (s, t), se obtiene:

flz,y) = Lﬂ e JOO P(w, 0)|w|e’*™ dw. (2.17)

En la ecuaciéon P(w, 0) es la transformada de Fourier de la proyeccién toma-
da en el dngulo 6. Esta integral es la transformada inversa de Fourier de P(w, 0)|w],
que en el dominio espacial representa una proyeccién filtrada por una funciéon cuya
respuesta en frecuencia es |w|, de ahi que se la conozca como proyeccion filtrada. Si
denotamos para el dngulo € la proyeccién filtrada (ver ﬁgura, es decir, la integral
de la ecuacién anterior, mediante g(t, 6), llegamos a

0

g(t,0) = g(xcosh + ysinh) = J P(w, 8)|w|e?m(@cosbtysind) g, (2.18)

—0

Y la ecuacién puede reescribirse como

X

flz,y) = L g(x cos + ysin B)d6. (2.19)

La ecuacién establece que la imagen reconstruida f(z,y) en el punto (z,y)
es la suma de todas las proyecciones filtradas que atraviesan dicho punto.

La reconstruccion de imagen consiste, por tanto, en la aplicacién de la ecuacién
El producto de dos funciones en el dominio frecuencial se corresponde con
la convolucién de dichas funciones en el dominio espacial. La funcién P(w,#) en
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Figura 2.9: Filtro de backprojections. Imagen obtenida de [2].

el dominio espacial es la proyeccién medida p(¢, ), mientras que la funcién corres-
pondiente en el dominio espacial (la respuesta al impulso) del filtro |w| se obtiene
mediante la transformada de Fourier inversa

£(t) = J " ety (2.20)

—0

Sin embargo, esta ecuacién no se puede implementar en la practica porque puede
tomar valores infinitos. Como solucién, se anade una funcién que reduce el ancho de
banda de forma que fuera del intervalo (—I',I') el filtro anterior tiene un valor nulo:

I
ot 0) = f Plw, 0)|wle2™ . (2.21)

-

Desafortunadamente, tampoco es posible implementar esta funcion. En primer
lugar, el kernel de dicha funcién debe cumplir el criterio de Nyquist

r ciclos/mm, (2.22)

20
donde 9 es el intervalo de muestreo de las proyecciones en mm. Esta condicion hace
que la funcién rampa |w| esté multiplicada por una funcién ventana de forma que

H(w) = |wlg(w), (2.23)
q(w) = { (1) Lil; b (2.24)
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2.2. FORMACION DE LA IMAGEN DE TOMOGRAFIA

Se puede demostrar que la proyeccién filtrada de la ecuacién viene dada
ahora por la convolucién en el espacio ([2])

N—1
g(n6,0) =6 > h(né — ké)p(kd,0),n = 0,1,...,N — 1. (2.25)

k=0

La transformada de Fourier de la h(md) finita es distinta de aquella de la ecuacion
siendo la principal diferencia la componente DC que aparece. Pese a ser ésta
una pequena diferencia, puede tener un gran impacto en la precisién de los nimeros
CT obtenidos.

En segundo lugar, el obligado empleo de una convolucion circular hace necesario
rellenar con ceros el conjunto de muestras obtenidas en las proyecciones para evitar
la aparicién de artefactos no deseados en la imagen y la falta de precisiéon en HU.

Jiang Hsieh (2009) en [2] incide en la importancia de los kernel de reconstruccién.
El filtro de rampa |w| prefiere las altas frecuencias, comportdndose por tanto como
un derivador. La ventana rectangular aplicada en la ecuacién [2.23| consigue limitar la
respuesta en frecuencia del filtro, y puede emplearse para eliminar el ruido. Existen
diferentes ventanas que permiten modificar el filtro de rampa en funciéon de las
partes de la imagen que se quiere destacar. Por ejemplo, la ventana de Hanning
viene definida por

(1, w| < wp
— m(|wl=wr)
Hy(w) =< 05+ 0,5008( = ) : wr, < |w| < wg, (2.26)
L 0, w| > wg

mientras que la ventana sinc se define mediante

1, w| <wr

Hg(w) _ sin{m(|w|—wr)/(wr—wr)) wp < |W| < wpy. (227)

m(lw|—wr)(wr—wr)

0, lw| > wpy

En ambos casos, wy v wy, son los nuevos limites frecuenciales superior en inferior
que queremos aplicar. La figura muestra una comparativa en el funcionamiento
de las ventanas rectangular y sinc utilizando un phantom como imagen de prueba.

Comparando ambas imagenes, se observa que el comportamiento de la funcion
sinc permite eliminar mas ruido que la funcién rectangular. Esto es debido a que la
sinc, por su definicion, tiene més capacidad para eliminar las componentes de fre-
cuencias altas, precisamente aquellas que contienen la mayoria del ruido producido
por los fotones. No obstante, la reduccién de ruido conseguida al acortar la respuesta
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RECTANGULAR

Figura 2.10: Comparativa entre los kernel rectangular y sinc. Imagen adaptada de

[2].

del filtro condiciona también la resolucién espacial, por lo que existe un compromiso
entre ambos factores. Y no sélo influye la forma de la ventana utilizada, sino tam-
bién las frecuencias de corte configurables para un mismo tipo de ventana, lo que
proporciona una gran flexibilidad de diseno. La eleccién del kernel de reconstruccion
en escaneres comerciales dependera de la aplicacién clinica. Estos kernel son solucio-
nes propietarias de los fabricantes (no accesibles publicamente), como LightSpeed®)
o Discovery™ | y sus caracteristicas particulares permiten mejorar la definicién de
huesos, tejidos finos, pulmones o placas calcificadas, entre otros.

Volviendo al desarrollo de la teoria del filtro de backprojections, como se habia
visto, este proceso convierte las muestras de una proyeccion filtrada en una linea recta
en la imagen reconstruida (ver figura . Esta imagen reconstruida es continua
pero, al implementar las proyecciones y la imagen en un ordenador, sufrird un proceso
de discretizacion. Por esta razén, es necesario aplicar un esquema de interpolacién
bien entre las muestras de las proyecciones, bien en la imagen final reconstruida.

Los algoritmos de interpolacién mas utilizados son pizel-driven, ray-driven, La-
grange o interpolacién cibica segmentaria. El rendimiento de los distintos algoritmos
de interpolacién se mide mediante la funcién de transferencia de modulacién (MTF).
Un sistema ideal tendra una MTF plana, indicando que la respuesta del sistema es
independiente de la frecuencia de entrada.

Resumiendo, el proceso de reconstruccién para geometria de rayos paralelos es
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Figura 2.11: Reconstruccién continua y discreta de la imagen por backprojections.
Imagen obtenida de [2]

como sigue:

1. Se toman N muestras de una proyeccién y se rellena el vector resultante con
ceros para evitar interferencias que produzcan artefactos en la imagen.

2. Se hace la transformada de Fourier de las proyecciones y se le aplica el filtro
correspondiente.

3. Se hace la transformada de Fourier inversa para obtener la proyeccion filtrada.

4. Se implementa el algoritmo de backprojections con interpolacién de las mues-
tras para obtener los valores de los pixeles.

5. Se repite todo el proceso hasta medir las proyecciones en todos los angulos
considerados.

La figura muestra el proceso de forma esquemaética.

Reconstruccién por abanico de haces

Los escaneres de tercera generacion, que son los méas utilizados comercialmente,
se caracterizan por tener una fuente de rayos X centrada en un punto de forma que
cada proyeccion se obtiene al muestrear multiples canales detectores en una ventana
corta de tiempo. Su geometria se muestra en la figura y puede ser de dos tipos:
abanico de haces equiangulares o abanico de haces equiespaciados. En el primer caso,
los detectores se colocan en un arco concéntrico de forma que el a&ngulo de todos ellos
respecto a la fuente es constante. En el segundo tipo de geometria, los detectores
se colocan a lo largo de una recta de forma que el angulo respecto a la fuente es
variable.

En el caso del muestreo equiangular, cualquier rayo se puede caracterizar por
dos parametros v (dngulo entre el rayo y el iso-rayo, entendido éste como aquel que
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Figura 2.12: Esquema basico del algoritmo de backprojections. Imagen obtenida de

.

conecta la fuente con el iso-centro) y 5 (dngulo entre el iso-rayo y el eje y). Haciendo
el cambio

0=p+y
{ t=Dsiny’ (2.28)

para operar igual que en el caso de la geometria de rayos paralelos, se puede demos-
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Iso-ray

Figura 2.13: Geometria de reconstruccion por abanico de haces equiangulares. Ima-
gen obtenida de [2].

trar que la imagen es recuperable a partir de

1 27 tm
flz,y) = 5 J dQJ p(t',0)h(x cosh + ysinf —t')dt'. (2.29)
0 —tm

Pasando la ecuacién anterior a coordenadas polares y operando, se obtiene ([2])
27

fay) = f z2dp | 4y, B — 7)D cosdy, (2.30)

0 —Ym
donde el filtro h”(7y) se muestrea en un intervalo v y tiene la forma

el n=0

h"(nd) =< 0, n=par . (2.31)

_% (ﬂ‘SiIllnl/)27 n:impar
Los problemas de implementacion de este filtro son similares a los de la rampa de
la ecuacién y, por consiguiente, se puede limitar frecuencialmente este filtro de
la manera que lo hacian las ventanas previamente descritas. La principal diferencia
entre el uso de rayos paralelos y el uso de una fuente equiangular radica en que en
el segundo caso en cada barrido es posible ver al paciente de forma completa, lo que
implica un algoritmo de reconstruccién més complicado y lento.

Por su parte, el muestreo equiespaciado posee la geometria de la figura [2.14]
Analégamente al caso anterior, podemos identificar de forma univoca una proyeccién
mediante (s, ), donde s es la distancia entre el iso-centro y la interseccién de un
rayo con un detector (imaginario, ver figura) y 5 es el dangulo de la proyeccién de
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imaginary detector
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(r, 9), (x. )

detector

Figura 2.14: Geometria de reconstruccion por abanico de haces equiespaciados. Ima-
gen obtenida de [2].

forma similar al caso del abanico de haces equiangulares. Se puede demostrar que la
imagen reconstruida se obtiene mediante

e ] e P L S c

donde

U(r,¢,0) = D+T‘Sli)n(5_¢). (2.33)

Igual que ocurre con los haces equiangulares, esta geometria de muestreo es mas
exigente computacionalmente que la geometria de rayos paralelos.

2.2.5. El algoritmo de reconstruccion iterativa

Al margen del filtro de backprojection, otro algoritmo de reconstruccion de image-
nes que ha cobrado especial interés en las tltimas décadas es el de la reconstruccién
iterativa. En el algoritmo de las proyecciones filtradas, se presuponen aspectos como
que la fuente es un punto infinitesimal, que en las mediciones no influyen las fluc-
tuaciones estadisticas de los fotones y son por tanto precisas, o que los pixeles de
la imagen son puntos infinitesimales que se colocan en una matriz cuadrada. Estas
suposiciones, que facilitan la derivacion de la base matematica del algoritmo de las
proyecciones filtradas, distan mucho de la realidad. Una forma de tener en cuenta la
naturaleza no ideal de los escaneres reales es el algoritmo de reconstruccién iterativa
[2]. Segin este esquema, el objeto escaneado se representa como un vector 2D, p,
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y sus proyecciones mediante p. Ambas variables se pueden relacionar mediante una
matriz del sistema A y un vector de error e mediante

p=Ap+e. (2.34)

La matriz A modela aspectos relacionados con la geometria del escaner, el es-
pectro de la fuente de rayos X, la respuesta de los detectores y otros parametros.
Por otro lado, e modela la componente continua de la medicién y el ruido aditivo.

Utilizando el esquema bayesiano de estimacion, se puede determinar g maximizando
la probabilidad a posteriori Pr(p|p):

= argmax Pr(u|p). (2.35)
o

Siguiendo el Teorema de Bayes,

Pr(p|p)Pr(p)

Pr(ulp) = , 2.36
(ulp) = B (2.36)
podemos expresar la igualdad como
fr = argmax [log Pr(p|p) + log Pr(p)]. (2.37)
m

El algoritmo iterativo presenta ventajas como la mejor respuesta a artefactos
metalicos, mejora de la calidad de imagen en presencia de pocas proyecciones y
mayor rendimiento.

2.3. Presentacién de la imagen

2.3.1. Visualizaciéon de la imagen de CT

Como se mostré en el apartado [2.2.1], la escala de intensidades utilizada para
representar los coeficientes de atenuacion del cuerpo estudiado se mide en HU. A
la vista de la ecuacién [2.7] se comprueba que el aire tiene un valor de -1000 HU, el
agua de 0 HU, y los huesos, distintos agentes de contraste y objetos de metal valores
entre varios cientos y varios miles de HUs [2]. En la tabla [2.1] se muestran valores de
interés de distintos componentes del cuerpo humano [8]. Dado el amplio abanico de
valores, es imposible representar este rango de nimeros CT en un monitor con escala
de grises sin comprimirlo previamente. Por ejemplo, una escala de grises de 8 bits
permitiria representar 28 (256) niveles de intensidad distintos, por lo que un rango
dinamico superior a 2000 HU deberia ser comprimido por un factor de, al menos,
8. La parte izquierda de la figura muestra un ejemplo de imagen reconstruida
cuyo rango dindmico es de 2700 HU (entre -1000 HU y 1700 HU).
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Material | Valores (HU)
Aire -1000

Pulmén -500 a -200
Grasa -200 a -50
Agua 0

Sangre 25

Misculo | 25 a 40

Hueso 200 a 1000

Tabla 2.1: Numeros CT de distintos componentes. Imagen obtenida de [8].

Figura 2.15: Imagen de CT del crdaneo de un paciente. Imagen obtenida de [2].

Si transformaramos linealmente el rango dinamico de la imagen al rango dindmico
del dispositivo de visualizacién, perderiamos mucha informacién y apenas podriamos
apreciar las variaciones de intensidad en el craneo del paciente. Como solucion, las
imagenes en tomografia computerizada suelen mostrarse con la siguiente escala de

grises:

-

0,

) = { 2o,

Imax?

W mazx;

w
p(xay) <L—?

LY peyp<i+® . (239)

plz,y) > L+ %

En esta ecuacion, L es el nivel de la ventana de visualizaciéon y W es la anchura de
la ventana de visualizacion, mientras que I,,,, es el maximo nivel de intensidad para
el dispositivo de visualizacién (255 para uno de 8 bits). Basicamente, este proceso
transforma linealmente la escala intensidad original entre (L — %, L+ %) en la escala
del dispositivo que mostrard la imagen. En la figura [2.15] la parte derecha muestra
un ejemplo de transformacion en el que W = 100 HU y L = 20 HU. Como vemos,
los tejidos cerebrales han pasado de no distinguirse a ser claramente apreciables.
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Las transformaciones de la escala de imagen permiten flexibilidad a la hora de
realzar partes concretas de la imagen. Asi, en algunos casos, en lugar de realizar una
transformacién lineal en el intervalo correspondiente, interesa utilizar una transfor-
macién no lineal que permita modificar la apariencia de ciertas caracteristicas de la
imagen. La funcién transformadora generalmente obedece a la siguiente expresion:

G[ w(ﬂf,y)], tL <pw('ray) <tH
q(z,y) = : (2.39)
Pw(T,9), resto

donde ¢(x,y) es la escala de grises tras la transformacién, G la funcién transfor-
madora, p,(z,y) la imagen CT reconstruida tras el proceso y t; y ty pardmetros de
la funcion transformadora.

2.3.2. Visualizacién de volumen

Pese a que generalmente las imagenes médicas se muestran como cortes bidi-
mensionales, la tomografia computerizada permite generar volimenes 3D a partir
de la unién de varias imégenes, y viceversa. Las principales técnicas avanzadas de
computacién se describen a continuacién.

Multiplanar reformation (MPR)

En esta técnica, se establece un sistema de coordenadas utilizando tres ejes orto-
gonales: izquierda-derecha, anterior-posterior y superior-inferior [2] (ver figura[2.16]).
Los planos empleados en MPR son sagital (paralelo a los ejes anterior-posterior y
superior-inferior), coronal (paralelo a los ejes izquierdo-derecho y superior-inferior)
y axial, que es perpendicular a los dos planos anteriores. Para formar volimenes
mediante MPR, las imagenes se van apilando una sobre otra en el plano axial. Cada
imagen tiene un grosor determinado, y el espaciado entre imagenes consecutivas se
completa mediante interpolacién.

La figura muestra un ejemplo de imagenes sagital y coronal del tronco
humano obtenidas mediante MPR con una anchura de ventana W = 800.

Representacion de volimenes, MIP y minMIP

Una técnica de visualizacion que permite transformar un volumen tridimensio-
nal en una imagen bidimensional es el renderizado de volumen [2]. Esta técnica se
puede entender como la aplicacién de un conjunto de rayos imaginarios a través del
volumen que se desea renderizar cuya intensidad resultante se recoge en una panta-
lla. La intensidad de los pixeles obtenidos se determina a partir de todos los pixeles
atravesados por los rayos.

Un caso especial de representacion (rendering) de volumen es el de la proyeccion
de maxima intensidad (MIP). El nivel de gris seleccionado, en este caso, es aquel
correspondiente al pixel de méaxima intensidad que el rayo encuentra en su camino.
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Figura 2.16: Sistema de coordenadas basado en el paciente. Imagen obtenida de [2].

Figura 2.17: Ejemplo de imdgenes MPR sagital (izquierda) y coronal (derecha).
Imagen obtenida de [2].

Esto permite, por ejemplo, diferenciar mejor las estructuras vasculares. Por el con-
trario, la técnica de proyecciéon de minima intensidad selecciona el nivel minimo de
intensidad encontrado por el rayo en su trayecto, y es por ello til para la deteccion
de espacios aéreos en los pulmones.

Representacion de superficies

Para obtener una superficie, el primer paso consiste en obtener un modelo ma-
temadtico para la superficie del objeto que se desea representar [2]. Generalmente, se
emplea un umbral en HU que identificara tipos de tejido segtn los valores obtenidos
estén por encima o debajo de dicho limite. Los algoritmos de representacién calculan
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las coordenadas y las respectivas normas para describir la orientacion de cada punto
sobre la superficie. Dada una orientacion y una fuente de luz, una imagen de este
tipo se crea a partir de intensidades que son proporcionales a la cantidad de luz
reflejada por la superficie.

2.4. Modelo de ruido en tomografia

2.4.1. Ruido de Poisson compuesto

En tomografia computerizada, varios tipos de ruido (debido a los fotones, electréni-
co y de cuantificacién), contribuyen a degradar la imagen médica [9]. Frecuentemente
se ha utilizado el modelo de ruido de Poisson en simulacién de tomografia compute-
rizada, dado que, en recepcién, se asume que los detectores cuentan fotones [10]. No
obstante, este modelo no es estrictamente valido debido a la naturaleza heterogénea
de los rayos X generados en el transmisor. El espectro de emisién de los rayos X es
el resultado de las contribuciones del voltaje aplicado en el tubo de rayos X, la ra-
diacién bremsstrahlung debida al impacto de los electrones acelerados sobre el metal
(tungsteno, en general) y el filtrado sufrido por los rayos emitidos que atraviesan el
cuerpo bajo estudio. Esto hace que el espectro se componga por una parte de una
distribucién continua de energias debido al efecto de bremsstrahlung y, por otra, de
una distribucién discreta debida a la radiacion caracteristica.

Varios estudios han tratado de modificar el modelo de Poisson intentando in-
troducir la naturaleza polienergética de la senal emitida. Whiting (2002) en [11]
deriva una funcién de densidad de probabilidad (pdf) para describir la estadistica
del proceso de detecciéon llevado a cabo en tomografia computerizada. Su trabajo
compara la distribucion estadistica del modelo frecuentemente utilizado de detec-
cién de fotones y el proceso real de adquisicién de la senal. En un escaner real, los
rayos generados, que contienen varias componentes frecuenciales, son detectados e
integrados en recepcién para formar una senal eléctrica que serda cuantificada. El
nimero de fotones detectados es muy variable en funcion del tejido que atraviesen,
pudiendo ser de varios millones en caso de tener aire o grasa o, por el contrario, de
varias decenas en caso de tener objetos metalicos muy atenuadores.

Como ya se ha explicado, los rayos X generados en los escaneres de tomografia
se forman al provocar el impacto de electrones acelerados mediante un potencial
eléctrico contra una sustancia metélica, normalmente tungsteno. Los fotones creados
en este proceso mediante radiacion caracteristica y bremsstrahlung, cuya maxima
energia depende del maximo potencial eléctrico del tubo de rayos X, atraviesan los
tejidos del cuerpo humano interaccionando con los &tomos que se encuentran en su
camino. Normalmente, el rango de energia de los fotones producidos varia entre 20
keV y 140 keV, como se refleja en la figura 2.1} Como resultado de las interacciones,
una parte de esa energia generada acaba siendo detectada en recepcion. La deteccion
de cada fotén individual es un evento independiente, por lo que este proceso sigue
una estadistica de Poisson. Se considera el nimero de fotones generados, a cierta
energia E, mediante N(FE), la probabilidad de que no sean absorbidos al atravesar
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el material mediante T'(E) y la probabilidad de que sean detectados mediante A(E).
Entonces, el nimero medio de fotones detectados es igual a

ME) = N(E) - T(E) - A(E). (2.40)

La probabilidad de medir un nimero determinado () de fotones para una distri-
bucion de Poisson es

Ale A
P(Q,A) = ol (2.41)
o, de forma equivalente, mediante la funcién caracteristica
C(f,\) = exp(\(e! — 1)), (2.42)

siendo P(Q,\) y C(f,A) el par transformado de Fourier.

Por otro lado, el detector integra toda las energias detectadas para formar una
senal

S - J " GENE)E, (2.43)

donde g - E es el factor de peso, proporcional a la energia E, que modela la amplifi-
cacion de senal en los detectores de escaneres de CT.

La funcién caracteristica total, teniendo en cuenta la suma ponderada de todos
los procesos individuales, sera el producto

C(f, ) = exp( J " NE) (B —1)dE), (2.44)

0

La pdf de la senal detectada es igual a la transformada de Fourier de Se
puede demostrar que

k&
- ()
PAf(C(f, ) = F(O(F.N) = €797 ) =, (2.45)
k=0 :
donde Q)7 es la media de todos los fotones medidos y £® representa la convolucion
del espectro detectado k veces. La pdf anterior obedece a un proceso de Poisson
compuesto, resultado de la suma ponderada de convoluciones del espectro de rayos
X [11]. De la anterior expresién se deduce que si se tiene un espectro monoenergético
(ME) = §(E — Ep)) la pdf se reduce a la distribucién estandar de Poisson con media
Q7. Por otro lado, teniendo en cuenta el Teorema del Limite Central, los términos
correspondientes a un gran nimero de convoluciones se aproximaran a una funcién
Gaussiana de desviacién tipica vk, con o2 la varianza del espectro original. La pdf
tedrica calculada mediante la transformada de Fourier de la funcién caracteristica y
su comparacion con la pdf experimental obtenida por Whiting en adquisiciones reales
revela la existencia del modelo de ruido de Poisson compuesto. Ademas, Whiting
concluye de forma experimental que efectivamente para una relacién senial a ruido
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(SNR) baja, la pdf es asimétrica y similar a una distribucién de Poisson, mientras
que para SNR altas se aproxima a una funciéon Gaussiana.

A partir del modelo de Poisson compuesto de Whiting, otros estudios han uti-
lizado funciones conocidas para representar la componente independiente en dicho
modelo y aproximar el espectro de rayos X generado. En [10], Fan et al. (2010)
utilizan el espectro de un escaner real para estimar la componente independiente.
Considerando que X es una V.A. que modela la energia transmitida, N la V.A. que
representa el nimero de fotones detectados en un intervalo de tiempo (distribucién
de Poisson de media \), e Y la V.A. que da cuenta de los fotones totales recibidos,
es posible obtener la media de la V.A. de Poisson compuesta como sigue:

E(Y) = E(E(Y|N)) = E(NE(X)) = E(N)E(X) = AE(X). (2.46)

Andlogamente, la varianza se obtiene mediante:
var(Y) = E(var(Y|N)) +var(E(Y|N)) = Avar(X)) + E(X)* = AE(X?). (2.47)

Como aproximacion estadistica, se proponen los modelos Gaussiano, de Poisson
y Gamma para la componente independiente del proceso de Poisson compuesto.
El estudio concluye que los dos momentos de primer orden se pueden aproximar
mediante el espectro real obtenido en el detector, y principalmente tiene aplicacion
en el ambito de la reconstruccion iterativa de imagen mediante el algoritmo de
maxima verosimilitud.

En este trabajo se propone un ajuste con variables aleatorias Gamma para mo-
delar los valores de las HU contenidas en la imagen. Es decir, que se esta suponiendo
que el modelo de ruido en recepcién se modifica por medio de operadores lineales
de tal manera que en la reconstruccién no se pierde la naturaleza asimétrica de la
distribucién (con skewness positivo) y que la combinacién lineal de distribuciones
Gamma se puede aproximar bien por otra distribucién Gamma.
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Capitulo 3

Estimacién probabilistica de los
distintos tejidos en imagenes TAC

En este capitulo se describe la anatomia pulmonar y se propone el
modelo de mezclas de variables aleatorias Gamma para caracterizar los
pizeles de la imagen en tomografia de pulmon. A partir de medidas de
error, se demuestra el correcto ajuste de este modelo con los datos expe-
rimentales. Mediante el algoritmo EM, se realiza una estimacion real de
los pardmetros que componen la mezcla de una imagen de test.

3.1. Histologia pulmonar

El sistema respiratorio se compone de una serie de érganos y estructuras cuya
funcién es extraer oxigeno del aire inspirado para incorporarlo a la sangre y expulsar
el COq generado en las células como producto del metabolismo [12]. Esta formado
por el tracto respiratorio, los musculos utilizados para respirar y la parte cerebral
que controla el proceso de respiracion.

El tracto respiratorio esta compuesto por los pulmones, las zonas de intercambio
de gases (oxigeno y diéxido de carbono) y las estructuras tubulares que transportan
el aire hasta los pulmones, lugar donde se produce el intercambio de gases. Se conoce
como parénquima pulmonar a la porcion funcional de los pulmones en la que se
intercambian los gases, formada por los alvéolos, los vasos sanguineos y el tejido
conjuntivo. Los bronquiolos, por otro lado, constituyen las cavidades aéreas mas
pequenas en que se subdividen los pulmones, conectados a los alvéolos. Es de vital
importancia que estos tejidos se encuentren en perfecto estado para que la respiracion
se produzca correctamente. Cuando se produce un alargamiento permanente de los
espacios aéreos distales a los bronquiolos pulmonares (que puede llegar a romper sus
paredes), se habla de enfisema pulmonar, y la consecuencia es la inutilizacién crénica
de parte de este tejido [I]. En las figuras y se puede observar la anatomia del
pulmén y una imagen pulmonar obtenida mediante tomografia computerizada.
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3.2. ESTIMACION BAYESIANA MEDIANTE EL ALGORITMO EM
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Figura 3.1: Anatomia del pulmoén. Imagen obtenida de [12].
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Figura 3.2: Imagen axial de TAC pulmonar.

Estimacion bayesiana mediante el algoritmo
EM

Enfoque bayesiano del problema

Para la caracterizacion de las muestras de la imagen pulmonar se va a emplear
la filosofia bayesiana de estimacién. Dado que cada muestra proviene de la contri-
bucién de varias distribuciones Gamma de distintos parametros, se trata de obtener
mediante la funcién de méxima verosimilitud los parametros de la Gamma asociada
a cada muestra.

El esquema de estimacion Bayesiana consiste en establecer una regla de decision
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3.2. ESTIMACION BAYESIANA MEDIANTE EL ALGORITMO EM

d(z) que, dado un conjunto de muestras observadas X = {z1, z, ..., ¥, }, permita ob-
tener un valor a que sea la estimacién de un valor real s [I3]. Dado que las decisiones
dependen de un grado de incertidumbre, es necesario cuantificar las consecuencias
de las mismas. Esto se consigue mediante el coste de decision L(s, a) siendo el valor
real de la estimacién s y el valor obtenido a. Empleando como funcién de coste la
funcién 70/17, ésta viene definida por:

1, [s—al>e€
L.(s,a) = ’ 3.1
(s,0) 0, |[s—al <e (3.1)
Cuando el error es infinitamente pequeno, ¢ — 0, el criterio de decision éptimo

se corresponde con

Sa1.ap(x) = arg max ps(dlx), (3.2)
de S

que es el estimador de mdzimo a posteriori (MAP). La importancia de este estimador

radica en que a través de los datos se puede obtener el valor mas probable de s.

Desarrollando la probabilidad pg(d|x) mediante el Teorema de Bayes se llega a la

siguiente igualdad:

fx(x|d)ps(d)
fx(z)

donde la probabilidad a priori, ps(s), es una funcién de densidad de probabili-
dad que nos permite introducir cierta informacién conocida de antemano acerca del
pardmetro real a estimar, y fx(x|s) es la funcién de verosimilitud de las muestras
condicionadas al parametro a estimar.

ps(dx) = (3.3)

En el caso de iméagenes de tomografia computerizada que nos ocupa, se va a
emplear dicho estimador para estimar los parametros de las mezclas que componen
la imagen y, dado que pg(d|x) va a ser una funcién mondtona creciente (ver secciéon
3.4), maximizarla es equivalente a maximizar su logaritmo:

Ipmap(x) = ardg mséx {log fx(z|d) + log ps(d)} . (3.4)
€

Como ya se ha dicho, el enfoque bayesiano considera a los parametros de la
funcion variables aleatorias a las que asigna una distribucién de probabilidad a priori.
Por tanto, para el caso de mezclas Gamma el vector de parametros a estimar serd
® = (p1,p2,p3,---pJs; 01,02,03,...,0;). Suponiendo que X son muestras independientes
e idénticamente distribuidas (IID) de una variable aleatoria (VA), la funcién de

verosimilitud condicionada a un valor determinado de 6 es

Fx(x|®) = [ [ > pifx(ail6)). (3.5)

i=1j=1

Para maximizar el logaritmo de esta funcion de verosimilitud se va a utilizar el
algoritmo EM (Ezpectation-Maximization).
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3.2. ESTIMACION BAYESIANA MEDIANTE EL ALGORITMO EM

3.2.2. El algoritmo EM

El nombre del algoritmo EM, propuesto por A. Dempster, N. Laird y D. Rubin
en 1977, se debe a que cada iteracién del mismo consiste en un paso de expectacion
seguido de un paso de maximizacién (E-step y M-step) [14]. El paso de expecta-
cion se da con respecto a las variables desconocidas, utilizando la estimacién de los
parametros condicionados a las muestras observadas. El paso de maximizacion, por
su parte, realiza una nueva estimacion de los parametros. Y ambos pasos se repiten
hasta conseguir la convergencia [15].

De manera general, el algoritmo EM parte de un conjunto Y de observaciones
aleatorias que no es completo (algunas variables no son conocidas), donde y € R"
es una muestra de Y. Por otro lado, X es el conjunto completo de datos que se
observan a través de Y, es decir, mediante y = y(x). La funcién de densidad de
probabilidad (pdf) conjunta de los datos es fx(x|6), donde 6 € © es el conjunto de
parametros a estimar. Por otro lado, la pdf de los datos incompletos es

9(yl0) = fx (x|0)dx. (3.6)
X/Y
donde se marginaliza la distribuciéon conjunta respecto a las variables observables
(i.e. se eliminan las contribuciones de las variables del conjunto X /Y).

En el caso que nos ocupa, las variables no conocidas son precisamente aquellas
que identifican a las muestras como pertenecientes a una componente de la mezcla
de distribuciones, mientras que las muestras conocidas son las intensidades propias
(en HUs).

Considerando L, (6) = log g(y|#) como la funcién de log-verosimilitud, el objetivo
del algoritmo EM consiste en encontrar un # que maximice la esperanza matematica
de log fx(x]#). Como no se dispone directamente de los datos x, maximizamos la
funcion anterior mediante y junto con la estimacion actual 6. Esta maximizacion se
divide en dos pasos:

E-step

Sea A la estimacién de los pardmetros en la k-ésima iteracién. En este paso se
debe calcular

Q(016™) = Ellog fx (x|0)y, 0], (3.7)

M-step

k+1]

Sea ahora 6l la estimacién de los pardametros en la k + 1-ésima iteracién:

o+ — arg maxQ(6|6). (3.8)
0
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3.3. COMPARACION ENTRE MODELOS GAMMA Y NORMAL

El algoritmo EM consiste en elegir un Al inicial y repetir estos dos pasos hasta
que se produzca la convergencia. Para determinar si ésta se ha producido, se exami-
nan los cambios en el valor de § en iteraciones consecutivas. Si [|gF+1 — glIF|| < ¢
para un valor € prefijado, se habra producido la convergencia de 6.

3.3. Comparacion entre modelos Gamma y Nor-
mal

3.3.1. El modelo Gaussiano

Una variable aleatoria (VA) X sigue una distribucién normal (Gaussiana) de
pardmetros p y o si su funcién de densidad de probabilidad (fdp) es [16]:

Fel@) = —— e (3.9)

CoV2r

La pertenencia a este tipo de distribucién se expresa mediante X «~ N(u, o),
donde el primer término es la media y el segundo la desviacién tipica. En la siguiente
figura se representan distintas fdp en funcién de los parametros caracteristicos de la
distribucion:

——u =05 o=02
w=2 o=05 |

—w=35 oc=08]. .
w=4 o=03

Figura 3.3: Funcién de densidad Normal para distintos valores de p y o.

Las VA Gaussianas son muy utilizadas en problemas practicos y nosotros com-
probaremos en qué grado se aproximan las HU de los tejidos a esta distribucion.

3.3.2. La funcién de distribucién Gamma
La funcién de densidad de probabilidad de una VA Gamma es [17]:

l,afl

flz;a,8) = ﬁal“(oz)eix/ﬁ’ r=0yaf>0, (3.10)
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3.3. COMPARACION ENTRE MODELOS GAMMA Y NORMAL

donde T'(+) es la funcién Euler-Gamma, definida mediante

eo]
MNa) = J t"te~tdt, para x > 0. (3.11)
0

En una VA Gamma, el parametro « da cuenta de la forma de la fdp y el parametro
[ de su escala. En el apartado [3.3.3] se realiza una estimacion de los valores o y 3
en funcion de las muestras de la imagen para el modelo de mezcla de Gammas. A
continuacion se muestra una grafica de la funcién de densidad de probabilidad de
una VA Gamma para distintos parametros a y 3:

[N E -

nwononon
P
T T
=™
I T A
- oo

2R e R

0&H

Figura 3.4: Funcién de densidad Gamma para distintos valores de a y 3.

Especial interés tienen la media y la varianza caracteristicas de la variable Gam-
ma, que nos serviran para clasificar los diferentes tejidos, y cuyos valores son:

HGavma = of
) 3.12
{ UéAMMA = af? ( )

3.3.3. Meétricas de Kolmogorov-Smirnov y divergencia de
Kullback-Leibler

Con objeto de decidir qué distribucién tedrica se ajusta mejor a la funcion de
densidad de probabilidad practica, se ha realizado en MATLAB® una estimacién
de las fdp Normal, Gamma y experimental y se ha comparado el grado de similitud
entre la tercera y las dos primeras. Como métricas de error, se ha elegido la norma a
infinito, o estadistico de Kolmogorov-Smirnov, y la divergencia de Kullback-Leibler.
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3.3. COMPARACION ENTRE MODELOS GAMMA Y NORMAL

Divergencia de Kullback-Leibler

La divergencia de Kullback-Leibler es una medida asimétrica de la diferencia
entre dos distribuciones de probabilidad, definida como [17]:

N :
Dir(femp, fx) = ). feap(i) log fEM—P.(Z); (3.13)
i=1 fX(Z)

donde fgyp es la funcién de densidad de probabilidad estimada de los datos
(empirica) y fx es la funcién tedrica cuyo ajuste queremos probar (Gamma o Nor-
mal). La funcién fgyp se obtiene a través del histograma de las muestras, mientras
que los parametros de las funciones Gamma y Normal se obtienen mediante una
estimacién de maxima verosimilitud de los datos implementada por MATLAB.

Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

La distancia de Kolmogorov-Smirnov es la norma uniforme de la funcion de
distribucién acumulada (cdf). Independiente de la estimacién de las pdf, se puede
calcular con pocas muestras y se define como

donde F' gavp es la cdf empirica de los datos y Fy es la homénima tedrica (Gamma
o Normal).

Resultados del ajuste

Los tests se han realizado también en MATLAB utilizando un phantom cuyo
esquema es el que se observa en la figura [3.5] La imagen consta de 9 zonas dife-
renciadas por los valores que toman los pixeles, al igual que ocurre en una imagen
real de pulmén, donde los distintos tejidos dan como resultado diferentes HUs y, por
tanto, diferentes intensidades de pixel. La distribucion Gamma se ha centrado en
valores de -1024 HUs para asegurar que puede describir los valores de atenuacion
negativos.

La figura muestra las distancias de Kolmogorov-Smirnov y las divergencias
de Kullback-Leibler obtenidas en las distintas zonas que componen el phantom de
test.

Como se observa, en el caso de la Dg, los resultados obtenidos son practicamente
idénticos en ambas distribuciones. No obstante, atendiendo a la Dgg, se observa que
la distribucién Gamma ajusta mejor que la Normal en casi todas las zonas evaluadas,
y por ello la métrica de error es menor. Por consiguiente, a la vista de los resultados
queda claro que la funcién que mejor describe la distribucion de los pixeles es la
Gamma no centrada.
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3.4. EL MODELO DE MEZCLAS GAMMA

Figura 3.5: Imagen del phantom utilizado en los tests.
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Figura 3.6: Métricas de error.

3.4. El modelo de mezclas Gamma

Pese a que en el apartado|3.3.3|se comprobd que la distribucion que mejor ajusta
es la Gamma, nosotros hemos decidido modelar las HU mediante la mezcla de VAs
Gamma. El motivo de esta eleccion se debe a que este modelo ha demostrado ser
valido en la caracterizacién de imagenes médicas de pulmon donde se presentan
distintas respuestas procedentes de varios tejidos que contribuyen simultaneamente a
la intensidad de pixel debido a la resolucion limitada de la tomografia computerizada
por rayos X. A este fendmeno se le denomina efecto de volumen parcial y puede
modelarse matematicamente por medio de mezclas de distribuciones [I§].

Por otro lado, sabemos que el ruido presente en los detectores es de Poisson com-
puesto y, aunque no sabemos exactamente qué transformaciones sufre este modelo
al formar la imagen mediante el filtro de backprojections, podemos suponer que el
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3.4. EL MODELO DE MEZCLAS GAMMA

operador que se aplica es lineal y que las intensidades de pixel son combinaciones
lineales de variables aleatorias distribuidas como Poisson compuestas, que son mo-
delables como Gammas especialmente para niveles bajos de atenuacion, donde el
pulmén tiene su ventana de atenuacion.

Segun el modelo de mezclas Gamma, la distribucién global de la imagen vie-
ne de las contribuciones de J distribuciones Gamma, ponderadas por unos pesos
correspondientes. Consideremos x = {z;}, 7 = 1,2,...,N un conjunto de muestras (in-
tensidades de los pixeles) de la imagen de tomografia [I7]. Estas muestras se pueden
considerar VAs independientes e idénticamente distribuidas (IID) por la naturale-
za del proceso de obtencién de dichas muestras. Como se dijo antes, el modelo de
mezclas Gamma (GMM) considera que estas VA proceden de la contribucion de J
distribuciones, de forma que la funcién de densidad de cada muestra es

p(xi©) = > mifx(xil6;), (3.15)

j=1

donde © es el vector de parametros del GMM (mq,...,7s,01,...,0,) y ©; = (o , 5;)
son los parametros de la pdf j-ésima. Por tanto, cada muestra x; pertenece con una
probabilidad 7; a cada una de las pdf Gamma (ver ecuacién [3.10)) que componen
la mezcla. Ademads, se debe cumplir que Z;]:lﬂ'j = 1 para que p(z;|©) sea una
distribucién de probabilidad bien definida.

Dado que tratamos con muestras I1D, su funcion de distribucién conjunta sera

p(X6) = [ [ p(=il®). (3.16)

Con objeto de caracterizar individualmente la pertenencia de cada muestra a
los distintos tipos de distribucién, se utilizan las variables ocultas Z = {Z;}, i =
1,2,....,N. Una muestra x; pertenecera a una distribuciéon j cuando Z; = j. A partir
de estas variables ocultas el modelo va a definir una funcién de log-verosimilitud
(ecuacién que habra que maximizar. Como solucién, se ha elegido el método
de maximizacién Expectation-Mazimization (EM), cuya filosofia se describi6 en el
apartado Considerando ©™ una estimacién de los parametros de la mezcla en
la iteracién n-ésima, el primer paso del algoritmo EM consiste en calcular el valor
esperado (F {-}) de la funcién de log-verosimilitud £(0|X, Z):

Q016" X) = Ezomw x {L(O1X.Z)}. (3.17)

El segundo paso del algoritmo consistird en maximizar la esperanza hallada en la
ecuacion para obtener una nueva estimacién ©(™ . Este proceso se repite hasta
que se cumple cierta condicién, como ||@"*+) — ©M)|| < th, donde th es un umbral
predeterminado.
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3.4. EL MODELO DE MEZCLAS GAMMA

El célculo de la esperanza de la funcion de log-verosimilitud con respecto a las
variables ocultas Z conocidos x y O™ es

Q(O10™,x) = Ezlom « {£(OX,Z)}

N
= > Ez0m ., {logp(zi|Oz, Z; = z;) +logp(Z; = 2;|©
21 Z;|e( >71{ gp(7:Oz 2;) gp(Z; ©)} (3.18)
N J
= Z Z = jlz:, ©™) (log p(x:]©;) + log 7;),

siendo 7; = p(Z; = j|©) la probabilidad de que la muestra x; pertenezca a la clase
j. Segtin el Teorema de Bayes, se puede escribir p(Z; = j|x;, ™) como

p(x:]0)p(Z; = j|o™)

g =p(Zi = Jla; () = 1
donde
J J
> (@O (2 = j1O) = 3w fxc (2] O5). (3.20)
j=1 j=1

Dado que |3.18| se compone de dos términos, éstos se van a maximizar por sepa-
. . J
rado. Teniendo en cuenta que se debe cumplir que )] i1 =1,sevaa emplear un
multiplicador de Lagrange para el término dependiente de ;. La nueva funcién de
Lagrange que se obtiene es

Z Z ~ijlogm; + A (Z ™ — 1> (3.21)

i=17=1

Derivando respecto a m; e igualando a cero en [3.21],

aAl %]
J+A)Y 1= g A =0 3.22
677] Zl Ty Z j ;7 it ( )
y, simplificando,
N
D g = —Am;. (3.23)
Sumando ambos términos en 7, se obtiene
A=—N, (3.24)
por lo que, finalmente,
LN
= NZ%J = ZP = j|©) (3.25)
i=1
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3.4. EL MODELO DE MEZCLAS GAMMA

nos da una estimacion de los valores de los pesos ;.

La otra condicién que se debe satisfacer es que p; = a;3;. Es decir, que sintoni-
zamos las medias de las mezclas a densidades conocidas de los tejidos que se esperan
visualizar (e.g. musculo, sangre, grasa). Por ello, se anade al término restante el
nuevo multiplicador de Lagrange. La nueva funcion es

i=1j=1
N J .
= Z Z Vi, j |:(O[j — 1) IOg T; — 5—1 —Qj log Bj — log F(O./]):| + )‘j(ajﬁj — [Lj)
i=1j=1 J
(3.26)
Derivando respecto a \; e igualando a cero, obtenemos
oA,
o a;f; — pj = 0. (3.27)
Despejando, llegamos a la estimacién de 5:
5 Hj
= —. 3.28
b=t (325)
Si derivamos ahora respecto a [3;,
8A2 N (33'1 Oéj)
P Yig \ =5 — 5 —I-)\'Ol‘=0, 3.29
aﬁj Z:Z; J 6]2 Bj VA ( )
simplificando obtenemos
A —1 N (:pz aj) (3 30)
=il ) :
Toa 2B B

Por otro lado, hacemos lo propio con «;:

N
oo Sy (logn— o, — s Ta)ue) ) + 0
Oaj = Flay) (3.31)

N
= > iy (log i — log B; — v(ay)) + A5 = 0,

i=1

donde 9 (z) = FF,((;)) es la funcién Digamma.
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Sustituyendo [3.28| en [3.31}

0Ny

N
P = Z%‘,j (log z; —log pj + log a; — ¥(a;)) + )\jﬂ = 0. (3.32)
O[j O

i=1 J
A continuacién, al sustituir [3.28 en [3.30

1Y Z; N e
A== ) i (u_ ) Z%,J (f - ]) (3.33)
J

J =1 “j

y este ultimo término en |3.32, se obtiene

Ny & L Lo oz]
—— = ) 7 (logz; —log pj + log av; — Vig | = —
oo, ; J ! ! Q; ; ’ Hj luj
N N N
= Z Yi,jlog i — Z Yi,jlog pj + Z Yi,j log o — Z Vi) + Z Yig — Z %‘,jj
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 J
= 0.

(3.34)

Finalmente, ordenando los elementos de la igualdad llegamos a la ecuacién no
lineal de a;:

N N N N N
L
D vig (logag —v(ay)) = > vijlog = D vislogmi — Y vij + . Vi (3.35)
i=1 i=1 i=1 i=1 J

i=1

que en forma compacta queda como sigue:

S v SN i log &
log a; — Y(a) = Nl H lN L, (3.36)
Zi:l Vi Zi=1 Yi,j

A partir de la estimacién &; que maximiza la funcién de maxima verosimilitud,
es posible obtener de inmediato ; de la ecuacién m

La ecuacién que rige el comportamiento de «, loga — (o) = K, con K una
constante, no tiene una solucién cerrada. Sin embargo, se puede resolver por métodos
numéricos, dado que f(x) = log(z) — ¢ (x) tiene un buen comportamiento. Las
graficas de las funciones logaritmo y digamma se pueden observar en la figura

Siguiendo un procedimiento anélogo al de Vegas-Sénchez-Ferrero et al. (2014)
n [19], se puede demostrar que, en la funcién log(x) — ¢ (x) = K, K es siempre

positivaﬂ

!Este resultado se debe principalmente a que la funcién x — log(z) = 1 para todo z = 0.
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Funcion logaritmo Funcion digarmma
T T T T

=yl

()

Figura 3.7: Funciones log(z) y ¢ (x).

Dado que la funcién log(x)—1(x) es continua, estrictamente decreciente y cumple

al:llr(l) log(z) — ¢(x) = w0 (3.37)
mh_r)rolo log(z) — ¢(x) =0 (3.38)

Por tanto, aplicando el Teorema de Bolzano concluimos que existe una solucion
tinica para d; en la ecuacion [3.36] [20].

3.5. Ejemplo de mezcla de nueve componentes

En la seccion anterior se demostré que el modelo de mezcla de VA Gamma
representa fielmente los tipos de tejidos encontrados en el pulmén. A continuacién
se estiman, mediante la implementacion del algoritmo Ezpectation Mazimization en
MATLAB de nuestro modelo de mezclas, las distintas pdf encontradas en el phantom
de prueba mostrado en [3.5]

La figura muestra los ajustes de las Gammas no centradas obtenidos a los
distintos niveles de atenuacién en nuestro phantom. Como vemos, se obtienen las
nueve funciones de distribucion de probabilidad que caracterizan cada una de las
nueve zonas del phantom. Dado que las HU de los distintos tejidos del cuerpo humano
son pardmetros conocidos (ver tabla[2.1)), el empleo de estos valores en el modelo de
mezcla de Gammas mejora el ajuste de las pdf obtenidas.
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Figura 3.8: Funciones de densidad de probabilidad estimadas del phantom.
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Capitulo 4

Estabilizacion de varianza

El modelo de ruido de Poisson compuesto es el que rige a la entrada
de los detectores del escaner de CT. No obstante, el procesado posterior
sufrido por la senal recibida para formar la imagen no garantiza que en
los pizeles el ruido obedezca al modelo anterior. Como solucion, se ha
decidido modelar este ruido como una mezcla de Gammas. Segun este
modelo, se comprueba que el ruido varia espacialmente en la imagen. En
este capitulo, se propone una transformacion de la fdp correspondiente a
dichas Gamma con objeto de estabilizar la varianza.

4.1. Introducciéon

El ruido de Poisson compuesto, debido a la naturaleza polienergética de los rayos
X generados, degrada la calidad de la imagen reconstruida en la tomografia com-
puterizada. La presencia de este ruido conlleva la falta de precisiéon en la estimacién
de los tejidos pulmonares, lo que puede provocar problemas a la hora de detectar
tumores u otras enfermedades.

Existen estudios en la literatura que han tratado antes el problema del ruido
de Poisson compuesto. Asi, Simar (1976) en [21] propone un algoritmo de méxima
verosimilitud para estimar la la distribucion independiente del proceso de Poisson
compuesto a partir de observaciones independientes. Se demuestra en su trabajo la
existencia y convergencia del estimador obtenido y se presenta un ejemplo numérico
de uso del algoritmo.

Por su parte, en el ambito de la tomografia, Lu et al. (2001) en [22] analizan
los datos obtenidos repetidas veces de un phantom para determinar las propiedades
del ruido presente en la imagen. El andlisis estadistico muestra que el ruido varia
no linealmente y tiene una varianza dependiente de la senal. Para estabilizar la
varianza, proponen una transformacién logaritmica teniendo en cuenta la relacién
entre la media y la varianza de los datos. Aplicando esta transformacion, hacen la
varianza constante y eliminan el ruido aplicando un filtro de Wiener, obteniendo
buenos resultados.
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4.1. INTRODUCCION

Goossens et al. (2006) en [23] proponen un método para estimar el mapa de
ruido variable asumiendo ruido aditivo, blanco, Gaussiano no estacionario. El ruido
se separa de la senal mediante la transformada wavelet considerando que la subbanda
alta-alta sélo contiene ruido.

En [24], Wang et al. (2006) proponen un esquema de minimos cuadrados pon-
derados por penalizacion para la reduccion de ruido en sinogramas helicoidales de
tomografia computerizada. No obstante, suponen que distribucion de ruido en el
sinograma se puede considerar gaussiana después de la calibracion del sistema.

Estudios posteriores como el de Xu y Tsui (2007) en [25] aproximan las estadisti-
cas del ruido de Poisson compuesto mediante una subclase del modelo de dispersién
exponencial. Este modelo representa una distribucion compuesta de Poisson con
componentes distribuidas mediante Gammas y es de utilidad en la reconstruccién
iterativa de imagen.

Como conclusién, los principales métodos de estimacion de ruido del estado del
arte referidos a ruido espacialmente variante poseen inconvenientes como no propo-
ner un modelo exacto de ruido presente en la imagen de tomografia tras el filtro de
backprojection. Esta falta de precisién conlleva la ausencia de un esquema consisten-
te de filtrado de ruido en este tipo de imédgenes. A continuacion, se propone en este
trabajo un método que permite solucionar la problemética expuesta. Previamente,
se demuestra la dependencia espacial de la varianza que motiva el desarrollo de este
método.

Para estabilizar la varianza, es conveniente primeramente hallar la relacién entre
la media y la varianza, antes de aplicar la transformacién correpondiente [26]. De
forma general, suponiendo que

o% = f(w), (4.1)

donde 0% es la varianza en la escala original de mediciones de X y E{X} = u [27].
Entonces, para cualquier funcién g(x) se tiene

o= (9 5 (4.2)
g d/L ’ ’
y, dado que 03 debe ser una constante, C', tras la transformacién,

Cdu

g(p) = —m

En nuestro caso, de la caracterizacion de la distribucién de los pixeles mediante
mezcla de VA Gamma se deduce que la varianza tiene dependencia espacial. En
concreto, se cumple que

(4.3)

o = af? (4.4)
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4.2. PARTICULARIZACION PARA LA DISTRIBUCION GAMMA

y que
= ap. (4.5)
Por tanto,

0% = pp, (4.6)

lo que demuestra que en la imagen la varianza se puede expresar como funcién de
la media, que varia espacialmente.

4.1.1. Transformacion de variables aleatorias

La transformacion de VA consiste en definir una funcién y = g(z) sobre una VA
X cuya funcién de densidad fx(z) es conocida [16]. El resultado de la transformacién
es una nueva variable Y = g(X).

Para la obtencion de la funciéon de densidad de la nueva VA Y, se puede hacer

uso del Teorema de cambio de variable siempre que la funcién fx(z) sea inyectiva
[28]:

dig~'(y)} dzx
d—y = fX($) - : (4.7)

) = fx(g™'®) .

Una vez realizada la transformacion, se puede caracterizar la nueva VA a través
de su media y varianza.

4.2. Particularizacién para la distribucion (am-
ma
En el caso que nos ocupa, se supone que el ruido es una VA Gamma de parametros

a'y 8. Como hemos mostrado, existe una relacién directa entre la media y la varianza
de dicha VA Gamma, de forma que o2 = uf.

Se ha elegido como transformacion la funcion

y=g(x) =V, (4.8)

dado que tras aplicar esta escala el decaimiento de la senal pasa a ser cuadratico y
la distribucién, pese a ser Gamma generalizada, se parece mucho a una Gaussiana.
Por tanto, en la nueva fdp que vamos a obtener la relacién entre x e y sera

v=g"(y)=y> y=0. (4.9)

Partiendo de la pdf de una VA Gamma, que repetimos aqui por conveniencia:

fx(z;a,B) = ﬁaxaT(;)ex/ﬁ, x=0ya,f>0. (4.10)
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4.2. PARTICULARIZACION PARA LA DISTRIBUCION GAMMA

Dado que la funcién de transformacion, definida en la ecuacién 4.8, es derivable
e inyectiva, podemos hacer uso del Teorema de cambio de variable para transformar
la fdp mostrada en Por un lado, la derivada de la funcién de transformacién
serd

dig ')} _ diy*} _
dy dy
Por tanto, aplicando el Teorema Fundamental [4.7]

2. (4.11)

y2(e=1) o~v?/B 2 2oL o=v?/B

W%:W’ y=z0ya,pB>0. (4.12)

fY(y) =

4.2.1. Caracterizacion de la nueva distribucion

La nueva distribucién obtenida gracias a la transformacion se conoce como
Gamma generalizada. De forma general, la fdp de una distribucién Gamma genera-
lizada viene definida mediante [29]:

P a1 ef(x/a)p
d (e
a’ T'(2)

fx(x;a,d,p) = , =0y a,dp>0. (4.13)

En el caso que nos ocupa, vemos que efectivamente es una Gamma genera-
lizada de pardmetros p =2, a =+/By d/p = a

9 g2a—1 e—(w/\/B)Z 9 gp2a-1 e—:v2/ﬁ
= = 2 0 9 0. 4.14

Por tanto, vamos a hallar la media y la varianza de la distribucion anterior para
poder tipificarla. De esta forma la varianza estara estabilizada y podremos aplicar
el filtro correspondiente para eliminar el ruido.

Se puede demostrar que los momentos de orden r se pueden calcular por la
expresion [29)]:

m, = B{X"} = B’ﬁw (4.15)
' [(a) '
Por tanto, la media que buscamos es
F(Qa-i—l)
E{X} = 2 4.16
() =V (416)
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Andlogamente, la varianza de esta variable es igual a [30]:

Var {X} = F{X?* — E{X}? =8 F(F:;) ) _ (\/B %) . (4.17)
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Capitulo 5

Esquemas de filtrado de ruido no
estacionario

La transformacion de la distribucion realizada en la seccion anterior
nos ha permitido obtener una distribucion Gamma generalizada y carac-
terizarla mediante su media y varianza. En este capitulo, se demuestra
que se puede aprorimar esta nueva distribucion por una Gaussiana, se
realiza una estandarizacion de la nueva VA y se proponen dos esquemas
de filtrado del ruido aditivo blanco gaussiano que contamina la imagen:
el filtro non-local means y el algoritmo BM3D. Finalmente, se comparan
los resultados obtenidos por ambos.

5.1. Estandarizacion de la nueva V.A.

Hemos mostrado en la seccién anterior la media y varianza de la nueva VA
obtenida tras la transformacién, que pertenece a la familia de distribuciones Gamma
generalizada. Esta distribucion, por su forma, converge de forma mas rapida que la
Gamma no centrada hacia una gaussiana generalizada. Estamos en condiciones por
tanto de tipificar la nueva VA a través de su media y varianza, que repetimos aqui
por conveniencia;

( 2a2+1 )

I(w)

E{X}=+/8 (5.1)

Var{X} = E{X - E{X}}*’ =7 % — (\/B %) . (5.2)

La figura muestra una comparativa entre las distribuciones Gamma, Gamma
generalizada y normal. Para obtener la media y la varianza de la VA gaussiana a
partir de o y 8 se han empleado las ecuaciones vp.2
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5.1. ESTANDARIZACION DE LA NUEVA VA,

Gammao =2, =05

L ; Gamma generalizada . =2, =05
........... Mormal o.=2, B=05 H

Figura 5.1: Comparativa entre distribuciones Gamma, Gamma generalizada y Nor-
mal.

Como vemos, podemos suponer sin pérdida de generalidad que la nueva VA
se aproxima bastante bien a una gaussiana. Por tanto, vamos a estandarizar esta
variable normal mediante el cambio

, X-B{X} X-p

v/ Var{X} o

(5.3)

De esta forma, podemos modelar el ruido existente en la imagen mediante

I(x) = A(x) + N(x;0;0%(x)) = A(x) + N(x;0; 1), (5.4)

donde A(x) es la componente de la imagen libre de ruido y N(x;0;02(x)) es ruido
aditivo Gaussiano de media nula y varianza unitaria.

5.1.1. Resultados de la estabilizacién

Se ha implementado la estabilizacion del ruido del phantom en MATLAB. Co-
mo se aprecia en las figuras y la transformacion de la pdf y su posterior
estandarizacién consigue eliminar la dependencia espacial de la varianza del ruido.
La imagen muestra mediante un mapa de color los valores de la varianza exis-
tente en la imagen. Se aprecia claramente en la parte derecha de la imagen, donde la
mayoria de muestras poseen un color muy similar, que se alcanza el primer objetivo
propuesto en este trabajo de homogeneizar los valores de ruido.
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5.2. FILTRADO MEDIANTE EL FILTRO NON-LOCAL MEANS

Figura 5.2: Resultados obtenidos tras la estabilizacién del ruido. Ruido presente en
la imagen original (izqda.) y ruido estabilizado (dcha.).

Figura 5.3: Estabilizacién de la varianza. Varianza en la imagen original (izqda.) y
varianza tras la estabilizacién (dcha.).

5.2. Filtrado mediante el filtro non-local means

Nuestro objetivo es de eliminar el ruido aditivo, blanco, y Gaussiano presente en
la imagen (ver modelo de la ecuacién [5.4). La mayorfa de métodos de la literatura
que suprimen este tipo de ruido comparten una propiedad comun: el uso de la
media para filtrar el ruido. En este trabajo, se ha elegido el filtro non-local means,
propuesto por Buades et al. (2005) en [31], por demostrar un buen funcionamiento
en las condiciones de ruido presentes.
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5.2. FILTRADO MEDIANTE EL FILTRO NON-LOCAL MEANS

5.2.1. Implementacion del filtro non-local means

Dada una imagen I de n pixeles, tal que I = {I(i),i = 1,...,n}, el valor estimado
para el i-ésimo pixel se calcula segin

1) = Y w(i, HIG), (5.5)

jel

donde los pesos w(i,j) dependen del grado de similitud entre los pixeles i y j,
cumpliéndose que 0 < w(i, j) < 1y >}, w(i,j) = 1. El grado de similitud en cuestién
depende del parecido entre los vectores de intensidad del nivel de gris I(N;) e I(N;),
donde N}, representa el cuadrado de pixeles vecinos centrado en k.

La similitud se mide mediante la distancia euclidea

E{|I(N:) = TIN50 4 = [[u(N:) = u(N))|[3,, + 207, (5.6)

donde a > 0 es la desviacion tipica del kernel Gaussiano.

Los pesos se calculan mediante

1 W) -1vpIg,

w(t,j) = == = (5.7)

donde

W) —I(N)II 4

Z@)=>e = (5.8)

es la constante que normaliza y h es el parametro que determina el grado de filtrado.

5.2.2. Resultados

Se ha aplicado en MATLAB el filtro non-local means optimizado por Tristan-
Vega et al. (2012) en [32], obteniéndose los resultados que se muestran en la figura
b.4 Se observa que el filtro non-local means se comporta mejor en presencia de
estabilizacién de varianza. Se puede apreciar en la imagen inferior derecha que tras la
estabilizacién las zonas procesadas son mas homogéneas que en caso de no estabilizar
el ruido. Esto es debido a que el filtro non-local means, en caso de no estabilizar,
utiliza promedios de regiones de pixeles que tienen distinta varianza. En cambio, al
estabilizar se consigue homogeneizar el ruido, y con ello las muestras pasan a tener
valores de varianza muy parecidos independientemente de su localizacion dentro de
la imagen, lo que mejora el rendimiento del filtro.
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5.3. FILTRADO MEDIANTE EL ALGORITMO BM3D

Figura 5.4: Resultados obtenidos mediante el filtro non-local means. Parte superior:
imagen original del phantom (izqda.) e imagen con varianza estabilizada (dcha.). Par-
te inferior: filtrado del phantom sin estabilizar (izqda.) y tras estabilizacién (dcha.).

5.3. Filtrado mediante el algoritmo BM3D

Por otro lado, se va a emplear el filtro BM3D (Block-Matching and 3D filtering),
propuesto por Dabov et al. (2007) en [33]. Este esquema de filtrado se basa en
los conceptos de agrupamiento y filtrado colaborativo. El agrupamiento consiste en
seleccionar bloques 2D de la imagen que se encuentran proximos espacialmente,
y formar con ellos un vector 3D apilando dichos bloques. El objetivo con esto es
aprovechar las similitudes existentes dentro de cada grupo, como la correlaciéon o la
afinidad, para estimar el valor real de senal dentro de cada grupo y poder utilizarlo
en el filtrado colaborativo. A continuacion se describen mas detalladamente estos
pasos.
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5.3.1. Agrupamiento por bloques

El agrupamiento de los distintos bloques se puede realizar de distintas formas:
cluster de K-means, mapas auto-organizados, etc. Generalmente, el grado de simili-
tud entre las muestras vecinas se evaliia mediante el inverso de medidas de distancia,
siguiendo una filosofia similar a las métricas usadas en el apartado (cuanto me-
nor es la distancia, mayor es la similitud). La mayoria de métodos agrupan las
muestras (pixeles) de la imagen en grupos disjuntos, de forma que un pixel sélo
puede pertenecer a un grupo. Ademas, todas las muestras dentro de cada grupo
reciben el mismo trato, por lo que las muestras mas proximas al centroide estan
mejor representadas que las que distan mas de él [33].

El algoritmo BM3D, a diferencia de los anteriores, propone un método de se-
leccion mas efectivo basado en emparejar bloques en lugar de pixeles de forma que
los grupos obtenidos no sean necesariamente disjuntos. Basicamente, el algoritmo
compara cada bloque o conjunto de pixeles, independientemente de su localizacion
dentro de la imagen, con un valor de referencia y lo anade al grupo correspondiente
si la distancia entre ambos es menor que cierto umbral.

5.3.2. Filtrado colaborativo mediante simplificaciéon

El filtrado colaborativo permite, dado un grupo de n bloques, obtener n estima-
ciones. Este proceso se denomina colaborativo ya que cada grupo interviene en el
filtrado del resto. Dado un grupo 3D de bloques que contienen muestras similares,
el filtrado colaborativo se realiza a través de los siguientes pasos:

1. Se aplica una transformacién lineal 3D al grupo.

2. Se simplifican los coeficientes resultantes de la transformacién para atenuar el
ruido.

3. Se invierte la transformacion realizada en el primer paso para obtener las
estimaciones de todos los bloques.

5.3.3. Implementacion del algoritmo BM3D

El algoritmo se implementa en dos pasos bien diferenciados:

Estimacion basica

En primer lugar, se buscan bloques de pixeles que son similares al que se esta
procesando actualmente y se apilan juntos en un vector 3D. En segundo lugar,
se aplica una transformacion 3D al grupo completo de bloques, se atenia el ruido
simplificando los coeficientes transformados mediante hard-thresholding y se invierte
la transformacion para obtener las estimaciones de los bloques. Por 1ltimo, se realiza
la agregacion, calculando la estimacion mediante la media ponderada de todas las
estimaciones bloque a bloque.
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Particularizando para nuestro modelo, cuya ecuacion repetimos a continuacion
por conveniencia:

I(x) = A(x) + N(x;0;0%(x)) = A(x) + N(x;0;1). (5.9)

Primeramente, considerando B el bloque que se esta procesando actualmente,
cuyas dimensiones son kpgrq X Knara [34]. Se buscan en la imagen original ruidosa
I(x) bloques @ de dimensiones nparq X Nparq sSimilares al bloque de referencia B. El
conjunto de estos bloques se puede expresar mediante

B(B) ={Q : d(B,Q) < tnard} , (5.10)

donde ©pq-q €s el umbral de distancia para d segun el cual se pueden considerar dos
bloques similares (y, por tanto, agruparlos conjuntamente). Por otro lado,

d(B,Q) _ ||7(BZI)€};TZ)(2Q)||§ (511)

es la distancia cuadratica normalizada entre bloques y v es el operador de hard
thresholding con umbral A\.,q o, con o2 la varianza del ruido Gaussiano. El proceso

selecciona los coeficientes cuyo valor absoluto es menor que el umbral anterior y los
pone a cero, manteniendo los valores del resto de coeficientes.

A continuacién, el grupo 3D se forma al apilar todos los bloques B(B) encon-
trados. Una vez que se dispone del bloque tridimensional B(B), se realiza el fil-
trado colaborativo. Para ello, se aplica una transformacién lineal tridimensional y
se simplifican los coeficientes obtenidos. El proceso de estimacion finaliza con la
anti-transformacion del grupo 3D:

B(B)nara = Yhara(T (Chara(B(B))), (5.12)
donde 7 es el operador de hard thresholding con umbral \j4,.q0:
o 07 |£L’| < )\hardg
T(x) = { . Testo ) (5.13)

Finalmente, en la fase de agregacién, las estimaciones obtenidas se almacenan:

Z/(l') = V(l’) + Whard,B uhardQB(m)
VQ e B(B),Vr € Q, ’ o , 5.14
Q ( ) Q { 5(%) = (S(JJ) —i—whmnd,B ( )
donde v y ¢ representan, respectivamente, el numerador y el denominador obteni-
dos al final de la estimacién bésica, ¥ tnaerd,q.5() es la estimacién del valor del pixel
x perteneciente al bloque () obtenida durante el filtrado colaborativo del bloque de
referencia B. Por su parte,

N Niarap = 1
Whard,B = hard B> " hard,B ; (5.15)
’ 1, resto
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siendo Njerq.p €]l nimero de coeficientes que mantienen su valor distinto de cero tras
la etapa de hard thresholding.

La estimacién bésica obtenida tras este primer paso es

_ 2pWhard B 2igen(p) XQ (%) Unara,0.5(2)
25 Whard B 2.0en(p) XQ(Z)

donde xg(x) = 1siy sélo si z € Q, siendo 0 en caso contrario.

ubasica(vx) s (516)

Estimacion final

Primeramente, se buscan, al igual que en el paso anterior, bloques similares al
que se esta procesando actualmente. Empleando estos bloques y los de la estimacion
bésica, se crean dos grupos (dos vectores 3D), uno con datos de la imagen ruidosa y
otro con datos de la estimacion basica. A continuacion, se realiza una transformacion
3D a ambos grupos, se aplica un filtro de Wiener al grupo de bloques de la imagen
ruidosa utilizando el espectro de energia de la estimacién basica. Finalmente, se
realiza la transformacion inversa para obtener estimaciones de los bloques y se mejora
la precision de la estimacion agregando los datos andlogamente a como se hace en
la estimacién bésica.

Siguiendo con el desarrollo expuesto para la estimacion bésica, el primer paso
para obtener la estimacion final consiste en formar dos grupos de bloques similares.
Uno relacionado con la estimacién basica,

Bbasica(B) = {Q : d(Bv Q) < ¢wiener} ) (517)

y otro obtenido a partir de la imagen ruidosa, B(B).

El filtrado colaborativo se realiza ahora mediante un filtro de Wiener,

BwieneT(B) = ;ilener(wB '@Z’wiener(B(B)))a (5'18)

donde los coeficientes del filtro son

|¢wien (Bbasz‘ca (B)) (5) |2

88 = 1 Bramea B P + 07

(5.19)

Finalmente, de forma analoga al caso de la estimacion basica, se almacenan las
estimaciones de todos los pixeles:

(:E) = 5(1‘) + Wwiener,B ’

VQ c B(B),V:z: c Q, { (l;(x) V(.I’) + Wwiener,B uwiener,Q,B(x) (520)

donde v y § representan, respectivamente, el numerador y el denominador obtenidos
al final de la estimacion final, y tyjener@ 5(2) €s la estimacion del valor del pixel x
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perteneciente al bloque () obtenida durante el filtrado colaborativo del bloque de
referencia B. Por su parte,

Wwiener,B = ||O)B||2_2. (521)

La estimacion final obtenida es

u ([L’) ZB Wwiener,B ZQGB(B) XQ (.T) uwiener,Q,B (:E)
final =
2.5 Wwiener,B ZQEB(B) Xq (@)

v Xo(z) toma los mismos valores que en la estimacién bésica.

: (5.22)

5.3.4. Resultados

Los resultados de aplicar el algoritmo BM3D implementado en MATLAB por
Dabov et al. (2007) en [33] se muestran en la figura[5.5 En la figura se observa que
el filtro BM3D, al igual que el non-local means, mejora los resultados en caso de
estabilizar la varianza.

5.4. Comparativa entre ambos filtros

Con objeto de comparar el rendimiento de los dos filtros propuestos, se ha elegido
como ratio la relacién sefial a ruido de pico (Peak Signal-to-Noise Ratio) existente
entre las imégenes filtradas y un phantom libre de ruido, generado artificialmente
en MATLAB.

La figura muestran los resultados obtenidos en cada una de las zonas del
phantom. Podemos ver que la PSNR es mayor para el algoritmo BM3D que para el
filtro non-local means. Esto se debe a que, como se describié en el funcionamiento
del algoritmo BM3D, éste a diferencia del non-local means no sélo compara pixeles
proximos espacialmente, sino que utiliza distintos factores y niveles de descomposi-
cién a la hora de agruparlos. De esta forma, consigue adaptarse mejor a la estimacion
de los valores reales de la imagen. Si nos fijamos en cada filtro individualmente, ve-
mos que se mejora notablemente la PSNR al emplear estabilizacion: como se indico
anteriormente, al conseguir que el ruido presente en la imagen sea similar para todas
las muestras, se hace mas fiable la estimacion real de los valores de las muestras al
emplear filtros basados en el calculo de medias.
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Figura 5.5: Resultados obtenidos mediante el filtro BM3D. Parte superior: imagen
original del phantom (izqda.) e imagen con varianza estabilizada (dcha.). Parte in-
ferior: filtrado del phantom sin estabilizar (izqda.) y tras estabilizacién (dcha.).
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Figura 5.6: PSNR obtenidas para los filtros non-local means y BM3D.
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Capitulo 6

Conclusiones y lineas futuras

A lo largo de este trabajo se han ido presentando las conclusiones
obtenidas en cada fase. En este capitulo se reiinen todas ellas en detalle
y se abren las lineas futuras de investigacion en relacion con el problema
del ruido no estacionario en tomografia computerizada.

6.1. Conclusiones
e Modelo probabilistico en imagen pulmonar.

En tomografia pulmonar, los fotones de rayos X recibidos por los detectores a una
frecuencia individual obedecen a un proceso de Poisson. No obstante, la amplitud
del espectro debida al comportamiento no ideal de la fuente y la radiacién producida
en las interacciones convierte al proceso de recepcién de fotones en un proceso de
Poisson compuesto. Tras el procesado que sufre esta senal hasta generar la imagen,
reconstruida mediante el algoritmo de las proyecciones filtradas, no se puede garan-
tizar la existencia del modelo de ruido de Poisson compuesto en la imagen final. En
este trabajo, se ha demostrado que una manera adecuada de caracterizar el ruido
en la imagen es el empleo de un modelo de mezcla de VAs Gamma.

e Estimacién de los parametros del modelo.

Partiendo del modelo de mezcla de Gammas, se han estimado los parametros de
una distribucion real. Previamente, se ha demostrado mediante métricas de error
utilizando datos experimentales que las VA Gamma no centradas ajustan bien las
distribuciones de los pixeles a los diferentes niveles de atenuacién en HU.

e Estabilizacién de varianza

Para minimizar la dependencia espacial de la varianza del ruido, se ha propuesto
una transformacion de VA que convierte la mezcla de Gammas en una distribucién
mé&s manejable. Se ha demostrado que la transformacion realizada permite separar
de un modo mas sencillo la contribucion de ruido de la senal, ya que el resultado se
aproxima muy bien a una distribucién Gaussiana.
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6.2. LINEAS FUTURAS

e Eliminacién de ruido

Después de transformar la distribucion Gamma en una Gaussiana, se ha estan-
darizado la nueva VA para conseguir estabilizar el ruido presente en la imagen, de
forma que la varianza de la senal ha pasado a tener valores muy parecidos inde-
pendientemente de la localizacién. Una vez que se ha conseguido que el ruido sea
aditivo Gaussiano, se han comparado los esquemas de filtrado non-local means y
BM3D, adecuados para este nuevo modelo. Se ha comprobado que efectivamente la
previa estabilizacién de la varianza permite obtener mejores resultados en el filtra-
do de ruido. Asimismo, ha quedado patente el mejor funcionamiento del algoritmo
BM3D en comparacién con el non-local means, dada su mayor complejidad de di-
senio, puesto que permite estimar los valores reales de senal tomando como muestras
no solo las que se encuentran proximas espacialmente, sino agrupando muestras pre-
sentes en toda la imagen. El haber estabilizado la varianza ha permitido mejorar la
precisién en la estimacion con el BM3D. Principalmente, porque los valores en HU
de las muestras pertenecientes al mismo tejido seran mas fiables al no estar alterados
por la varianza variable del ruido. De esta forma, el algoritmo estimara de forma
méas exacta la media de las muestras pertenecientes a los mismos tejidos.

6.2. Lineas Futuras

A lo lago de este proyecto se ha mostrado una metodologia til para la reducciéon
de ruido en TC pulmonares que tiene en cuenta la no estacionariedad del ruido. Esta
metodologia ha sido probada en un phantom adquirido en un escaner real y recons-
truido con un kernel determinado. En el futuro se plantea analizar la bondad de la
metodologia aqui presentada para distintos kernels y distintas dosis de radiacion.

Es de esperar que el modelo de mezclas funcione correctamente debido a que
los dispositivos de adquisicién estan ajustados para obtener los mismos niveles de
atenuacion con independencia de la dosis y el kernel de reconstruccion. Esto ha
sido tenido en cuenta a la hora de “sintonizar” el modelo de mezclas con distintos
niveles promedio fijos. Una interesante linea futura sera comprobar que efectivamente
el modelo de mezclas de distribuciones Gamma es capaz de describir la estadistica
en escenarios mas generales como los distintos kernels de reconstruccién como las
distintas dosis de radiacion.

En este proyecto se ha aplicado la técnica de estabilizacién de varianza para
buscar una transformacién que haga los datos mas Gaussianos. No obstante, otras
transformaciones se podrian haber utilizado con este mismo propésito. En el futu-
ro se valorard emplear transformaciones basadas en equivalencia de cuartiles, para
analizar su robustez y precisién en comparaciéon con la transformacion basada en
estabilizacion de varianza.

Se analizard la bondad del filtro propuesto para facilitar la segmentacién de
estructuras de interés en el pulmén como pueden ser las vias aéreas, los vasos o
regiones de fibrosis y enfisema.
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